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EDITORIAL 

A ftssociac~o Brasi leira de Ciincias recinicas lanca nesta oportunid~de a sua primeira r e
vista. Este e~preendimento representa o co r oamento do trabalho de uma re1uena mas representa
tiva ~a~cela da comunidade tecnico-cientifica brasilei ra, oue hã vãrios anos vem t r abalhando 
~tivamen~e na implantação e no desenvolvimento da pes~uis~ e tecnolooia nas âreas de ciencias 
mecãnicas . 

A história desta revi sta estã intimamente li gada a histõriil da A BC~I; const ituin do aquela, 
de fato , numa consequencia da consolidacão das ati vidades das ciencias mecânicas no Brasil ou 
seja da prÓp r ia ABCM. Todavia, ambas ex i ~em o env~lvimento, o compronisso, a pa rt icipaçao 
franca de todos os associados da PBC~; e crescerao na medida em que esta oarticipar~o crPsce r 
e se consolidar. 

Não obstante o entusiasmo oara a sua realizArao, este trabalho f o i precedido de uma avali 
acjo realista da produçio técnico-cientffica brasilPira na s ireas de interesse da ~qc~. ni 
traba1hos apresentados e pub l icados nos anais dos Conores sos Brasi leiros ~e Ennenharia ~ecani
ca, rea l izados em 1973 , 1975, 1977, e o p rõxim~ a se rea1izar no fina1 deste ano, atin~~m um 
total de 450 titulas com um bom nivel Médio de ~uali~ ade. Estes números constitu~~ indicado
re s positivos da nossa orodurão na ãrGa, EstaM~S cortn~ . ~nrtant~ . de nue com obietiv~s bem 
definidos os r esultados des t e enp r ee ndimen t o se r ão altamente r e l evan tes c cnmren~arlnrPs. 

O objetivo cent ral desta revista i o de servi r rle vefcul o dP in'or•arin rias nesoiJisas e 
de~envolvimentos cientificas nu t e cnnlnqicos rPaliz~dns, pr in cioa l me ntP , nas in~tituirnes n~ci 
onAis; a revista deve rã se constituir numa verdadeira ianela aberta para n interior das nossas 
Universidades , Institutos e Cent r os de Pes~uisas e Fmoresas . romo conseq uência, dever~ ~r.nr
rer um intercambio mais efetivo entre as dive rsas insti tuir~e s ativas neste processo. 

Njo se restrinni ndo i enoenharia ~ecinica, a revista nrocura ser um pa lo de co nvcrnincia 
de todos ns ra mos da enDenharia que tenham nas ciencias mecinicas uma ire~ de interseçao. As
si m, ela pode r ã retratar de forma fiel e atual a pr odução nesta ~rea e se constituir num ins
tru mento de defesa da nossa tec~looia , tornando rüblicn as canacidades r ea i s de um imQortante 
~eompnto da comunidade técnico-científica bras ileira. 

Pa ra atingir es tes objetivos i ne cessi rio que se mantenha n padr~o de qualidade dos arti 
qos aprese ntados . ( indis pe ns á vel que s e conte com a co l aboracio de toda s as institui ções e 
oessoas que se dedicam seriamente ã pesqu isa e ao desenvolvimento. n Editor e o Conse lho Edi
torial estar~o continuamente a serviço desta comunidade. 

A revista esti l ancada. Neste nünero procu r ou- se aore sentar senmentos ca racte ri sticos ao 
esoectro de assuntos abertos ã publicacão . 

Convidamos a todos a aoresentar sua co labora ção com co r anem e humild ade , di spostos a ou
vir, compreenderf aceitar e r espo nder crfti ca s construtivas ao~ seus traba lhos, vi s~ndo o ape! 
feicoamento cont nu o da ~nrma e do conteúdo da apresentar.~o dos r esu l tados. 

Os numeras seoui ntes viria cnm f requincia semest ral ~ti oue n volume de t raba l hn~ justtfi 
~ue uma redu ção no perfodo da oublicario. Est~mos convictos rle ~ ue esta r e vi s t a me~e de ~lnu= 
ma fo rma a produção de at ividade cri~dora no nosso meio tPcnic~ e cientifi co. Ela rlever~ . nnr 
tanto , refletir, dentro de SUa ãrea de atuar~o, 11 Seriedade OI/ n descaSO COm que a educacâo e 
o dese nvolvimento cientifico e tecnolnoico esti sendo conduzido no nns so nafs. 

finalmente que r o exprPssar os meus aoradec i~entos a todas as oessoas que col~bnraram na 
realizac~o de s ta revista. Tanto nas tarefas re ornanizac~o da m~téria escrita, riivulnac~o 
distribuicão e datilo~rafia, como na idealiz~cão e redacão rin s trabalhos e nnt.ícia s . Tn~os sP 
ernrenha ram com dedicac~n e desoreendimento pa r a que tudo f)ur!esse SPr levado a tPrrnn dP.ntro dos 
radrões estabelecidos e no devido te~oo. 

ft.t~q~ 
Ed i tor 

' 
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PROJETO DE SUPORTES DISSIPADORES DE 
ENERGIA PARA TUBULAÇÕES 

MANUEL AMÉRICO G. SILVA 

PROMON ENGENHARIA, RIO DE JANEIRO. RJ 

SUMARIO 
A wptu11.a de .tubulaçõe~ de. at..ta. eneJtgia pode o~tig.i.nall. uma II.Upo6 ta d-<.niim-<.ra. c.au4ado11.a 

de g11.avu piii!Ju{ :o~ ao cqu-<.pame.nto e C50wt:ull.a6 v.iz.i.nhob. Uma da~ trcutC.Il $ po6~Zve.i6 

de cont'l.of.e dc66~ movimente c.on~üte na montagem , em toc.a..(.6 ap'lupHadt ~ . de düpo&it~ 

vo~ que d.(.uipe111 a cne'tgta c.i.niti.c.<t da tubulação , ge'l.a.tmente ,.,..,, dc~cn'llaçiit• plâ6t.i.c.a . 

O objet<vo de.bte t'tabalho i 11.e5et.it 06 tipoi de d.i6p06.(.(.(.voa mcciottcc a mata u1adoa , 

c.a'tacte.'t.üâ-lob iob o PL'Ilto de vu.ta. de. p'toje..to e6tJtu t u'l.al ~ totdicat c crl'llpa t at mi t E, 

dob de anãtüe qu~ te111 aido ptopobtoi . Ap'te.Hn.tllm-ae a.inda .uprctoa catactet{~t.i.eo4 

da in,tuinc-<.a e~e~t.cida na 'l.eipo~ta do6 d.i64ipadoJte6 pe.t.a vattação de patã~ctto6 tde.n 

t.i6-<.c.ado6 co111o de 11.elevante impo~t.tinc.ia . 

INTROOUÇAD 
Um dos itens do projeto de tubulações nu-

1 
cleares é o dimensionamento de s uportes desti 
nados a amortece r o moviminto de tubulações 
que neles impactem apõs a ruptura acidental 
daquelas. 

A proteção de equipamento e/ou estruturas 
essen ciais ã segurança do fun cionamento de 
cent rai s nucl ea res e ã saüde publica exige, 
por vezes , o estudo de tais dispositivos para 
garantir o desempenho normal daqueles compo
nentes mesmo que ocor ra a ruptura acidental 
de tubulações de alta ene r gi a. 

Essa proteção e, sempre que possível , ass! 
gurada pela inclusão de elementos intercepta
dores ou pel a adoção de sistemas redundantes. 
Estes métodos são i nvíab i lizados, f requente
mente , po r limitações de espaço e re corre-se 
ã instalação de restriçoes que apenas atua m 
se hou ver ru ptura da tubulaçao. 

A cara~lvrízação mecânica destas re stri -
ções ou s u ~or~és e a anãlí se do s istema 

' 
tubulação-suporte sob o ponto de vista estru
tural são objeto deste trabalho. 

O conceito de tubulações de alta energia, 
implicitamente usado acima, esti associado a 
condições de pressão e temperatura que depen
dem•do regu l ámento definidor; nos Estados Uni 
dos da Amér ica o atual critério classi fi cati
vo baseia-se numa pressao interna p i~ 275 psi 
e/ou numa temperatura de operação~ 200°F~ ] . 

A ruptura das tubu l ações produz - se mais 
provavelmente em pontos de oco rrência de ten
sões ou fadiga r e lativa mais altas e os re g~ 

lamentos postulam essa localização em pontos 
onde essas co nd ições se verificam sob carga 
sísmica e com a us1rfa em ope ração [2] : 

A ruptura pode ser longitudinal ou circun
ferencíal 3.; admi t e- se na sequência do pre -

J 

sente estudo que ie ve r if i ca o ultimo caso e 
que o seccionanento da tubulação é to tal (ti 
po guilhoUna). 

A força f induzi~a pelo escoamento do fl~1 

do, corr entemente chamada "Blowdown", r~~e 
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Em [7] descrevem-se diversos testes, em 
condi ções quase estáticas, que sugerem a apl! 
cabilidade destes suportes e o bom comporta
mento de anéis comprimidos entre placas rig! 
das na dissipação da energia cinética da 
tubulação. 

A Fig. 5 reprod uz resultados descritos em 
[~ para tubos de 9 3" - Sch. 80 servindo de 
apoio, mostrando a influência do comprimento 
L do apoio e do diâmetro da t ubulação na rela 
ção fo rça-deslocamento. 

o,a 1,0 '·' ap 1 ,1 
DESLOCAMENTO .6 (pOI. ) 

10 ~i' 
lU 

100 

1,0 1,0 :S,O 

DESLOCAMENTO A { pol.l 

FIG.S- INFLUÊNCIA OE ~À • L/0 E DO 

DIÂMETRO DA ~LAÇÀO EM F*A 

O esmagamento de um tubo entre placas rig! 
das estã estudado analítica e experimenta lmen 
te [aJ tendo sido estabele cida a carga d; 
plastificação inicial e a le i de deformação 
de que se mostram exemplos tipi cos na Fig . 6. 

Um t rabalho extens ivo sobre dispositivos 
amortecedores de choque em pontes, desenvol
vido por N. Perrone [9] , ofe rece dados sobre 
o esmagamento de anéis e sugere lei s constit~ 
tívas simplificadas (Fig. 7). 

A influência de outros parâmetros, e.~. a 
prõpria plastificação local da tubulação-pro
jétil , encontra-se estuda da na literatura 
podendo modificar-se relações ana l íticas ba
seadas em modelos simpl es para os levar em 
conta. 
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1 •• 

l.l 
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a.• 

FIG. 6 - ESMAGAMENTO DE TUBO ENTRE PLACAS RIGIOAS 

p 

DESLOCAMtNTO A 
2R 0 lldTULU , L <ÍITICA 

L . "COIII,IIIIIIDI'I0° OI ""' 

FIG. 1 - DIAGRAMA FORÇA-DESLOCAMOTO I'ARA ANEL PLÁSTICO [I 

d} Apo ios de co ncreto 
A utili zação de con creto celular para di 

sipar a energia cinética tem merecido algun 
atenção , encontrando-se resultados de testf 
e curvas F+ 6 em [s]. A Fig. 8 ê adapta< 
de [10J e ilustra o tipo de resultados obt i 
Aos para suporte 
celular. 

semi - anelar de concre 1 
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OtiLOCAIII!JfTO ~ i.~ 

,.G, I- COYf'ltUSlO 0( CONCiti!:TO CfLULAit 

Vigas de concreto armado podem usar-se ta~ 
bêm como amortecedores, conjugando baixo cus-
to com grande inê r cia. 
suficiente dispon1vel. 
rizada desta classe de 
[11] . 

desde que haja espaço 
u~a descrição pormen~ 

apoios acha-se e.g. em 

e ) Estruturas metâlicas dÜcte1s 
Este tipo de suporte em aço carbono ê pro

jetadu de modo a absorver a energia atravês 
da formaç ão de rõtulas plãsti cas. O projeto 
desta classe de apoios baseia-se em conceitos 
correntes da anãlise plãstica de estruturas 
podendo encontrar-se exemplos da aplicação d! 
reta ao caso de suportes com folga na refe-
rêncu [12]. 

1 
As leis força-deslocamento para elementos 

respondendo essencialmente sob esforço axial 
ou ã flexão são esquematizadas na F1g . 9 ca
racterizando funções de resistência bilinea-
res . 

Mos materiais dücteis o valor permitido P! 
ra a mãxima deformação Emax durante o fenôme
no transiente ê 50S da deformação mlnima de 
ruptu ra Eu achada experimentalmente ou 50S do 
valor especificado para Eu se for provado que 
esse valor e suficientemente conservativo [4]. 

~----., E-

Iet• U/L I 
1 
I 
I 
I 
I 

I 

• 

~ DEILOCAY[IITO IJ. f, CUitlaTUitA I f I 

, 11.1 - AI"'ttO oCk:TIII A COIIIP'ItiSslo I A ' Li dO 
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f} Tirantes de aço inoxidivel . 
Barras de aço inoxidãvel capazes de dlssi-

par energia através de deformação inelãstica 
de tração são tambêm utilizadas. u~a.con:ig~ 
ração possivel destes dispositivos e llus ra-

da pela Fig . 10. 

I I TINTUilA K - 00 -IITW 

MODELO MATEMATICO 
Generalidades. As caracter1sticas da for

ça de "blowdown•, a localização postulada dos 
pontos de ruptura e a configuração tipica das 
tubulações permitem que a anãlise das tensões 
e deformações seja feita na vizinhança dl 
seção em que ocorre a ruptura [13} , embora 
haja aniltses menos recentes em que a repre
sentação .do sistema e mais estendida [14] . ~ 
ruptura tipo guilhotina associa-se. por aque
las razões, um modelo mecânico simples de vi 
ga cant11ever com suporte dissipador prõximo 
do ponto de ruptura postulado. 

A avaliação rigorosa dos efeitos das não
- l inearidade~ materiais e geométricas e da V! 
loc1dade de deformação não ê, em geral, nece! 
sãria para projeto. A folga e a deformab111 -
dade do suporte permitem que se despreze a 
não-linearidade geométrica• por outro lado , o 
ganho em rigor com a introdução da taxa de d! 
formação ê pouco significativo do ponto de 
vista de engenharia para os materiais corren
temente usados. Deve, porém, verificar- se que 
a capacidade de absorção de energia não seja 
dim1nu1da pela menor deformação de ruptura 
causada pelo endurecimento do ~aterial. 

A não-linearidade material do suporte re
presenta-se através das leis constitutivas, 
adotando-se frequentemente diagramas bilinea
res que aproximam as curvas reais jâ referi
das na descrição de ·tipos de suportes di spon! 
vets. 
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O comportamento do tubo tem sido consider! 
do elasto-plãstico [1s] ou r\gido- plãstico 
~ 6] , confotme o tipo de anãl i se que se esc~ 
lhe. A seleção do método de anãlise condici~ 
na o modelo matemãttco e deve ser baseada nos 
parâmetros que regem as decisões de projeto 
de engenharia: disponibilidade de analistas 
e computador, rigor exigível , custos minimos. 
Na seção seguinte faz-se uma descrtção resum! 
da dos métodos usados ~ais frequentemente, 
comparando-se os resultados para o caso mais 
simples do suporte ser colocado na seção em 
que atua a força reativa F e estendendo algu
mas conclusões apresentadas em [17] . 

Integração Numérica. A escolha do método 
de integração numérica merece tratamento sep! 
rado e tem sido objeto de numerosas contribui 
ções, e.g. [18 , 19], não cabendo neste text; 
uma referéncu aprofundada. Parece interes 
sante, porem, incluir conclusões de S.W.Key 
(20] no que respeita ao acoplamento entre a 

escolha do método de integração no tempo e a 
dtscretizaçio da massa. Em sistemas s1mples 
foi encontrado, por exemplo, que massa consi! 
tente com diferenças centrais, massa diagonal 
com método incondicionalmente estãvel de 
Newmark, massa consistente com Newmark 
B•l/12, são combinações desaconselhãvets em! 
nos convenientes do que os pares de massa 
dagonal com diferenças centra is ou massa 
consistente com a técnica ~e Newmark com 
e .. l/6. 

Resulta do exposto que não é fundamentada 
a ideia de que a utilização de massa consis
tente conduz sempre a resultados ma1s con fiã
veis do que a massa diagonal. 

M(TOOOS DE ANALlSE 
Neste capítulo apresentam-se de forma su

cinta os principais métodos de anãlise que 
tem sido propostos, bem como a comparação de 
resultados obtidos ao apl icã-los a sistemas 
representativos. 

Modelo Massa-Mola .• ~este modelo muito Sl~ 
ples, esquematizado n• Ftg. 11 , o sistema re
presenta- se por uma barra de comprtmento L0 e 
massa linear m que roda em torno de uma rõtu
la fixa onde atua um momento My; o comprimen-

RevBrCMec V. 1 Set 79 

to L0 representa a distância ã extremidade li 
vre a que se forma uma rõtula plãstica , de 
acordo com um modelo rígido- plãstico ~] , e 
vale L0 .. 3 My/F. 

y 

I' IG ff • !SQU!: .. A C. .. OO«Lo a CI NI .. hiCO 
!: .. ASIA - .. OL.A 

Uttlizando os símbolos definidos na 
Fi9. 11, a equação de conse rvação de energia, 

"\ 
entre o momento inicial e o de deformação mi-
xima da mola uf, assume a forma: 

com 

A equação (2) pode deduzir-se ~~ualmente a 
partir do movimento lla haste [12]. A resolu
ção de (2) permite obter a deformação mãxima 
na mola e o fator FA que multiplicado por F 
indica qual a força mãxima que o suporte 
transmite ã estrutura em que se apoia: 

(3) 
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Os parâmetros adimensionais introduzidos 
acima são indicadores preliminares de quanti 
dades que influenciam de modo importante a 
res pos t_a do sistema. 

Modelo cinemitico. No modelo cinemãtico a 
rótula plãstica não e fixa, podendo propagar
-se ao longo do eixo do tubo. O modelo estã 
expli cado pormenorizadamente em [3] e o movi
mento num instante em que a mola estã a ser 
deformada no trecho K•K1 e essencialmente 
traduz ido pelo sistema de equações diferen
ciais seguinte: 

m L ( L"e + 2 Lê ) +O . 5 m L 2 'à • F 
0 

- K ( L e- g ) ( 4a) 

0.5mL2(L6+2Le)+mL3et3• [F
0
-K(L8-g)J L-Hy (4b) 

com L = distância instantânea da rõtula a 
extremidade livre da haste. 

A massa instantânea da haste (ml) e uma 
função crescente do tempo [1 1] o que amortece 
o movimento. 

0 modelo e cinemãtlCO e a Solução do SiSt! 
ma em L e e permite obter o fator de amplifi
cação FA e a deformação mãxima uf. As mudan
ças de variiveis adequadas ao tratamento do 
sistema de equações e a integração deste 
acham-se descritas em [16]. ,. 

Observa-se que i propagação da rõtula plã~ 
tica não se podem aplicar conceitos desenvol
vidos na década de 50 para descontinuidades 
do tipo fraco, e.g. [21]. No modelo apresen
tado a velocidade na rótula ê descontínua, 
descontinuidade que tem lugar numa derivada 
de ordem inferior i segunda e é, portanto, do 
tipo forte. A descontinuidade sõ desaparece 
quando o rótula per•anece estacionãria o que 
ocorre apenas antes do fechamento da folga 
[3) . 

Kodelo clissico de viga. O apoio é nova-
mente representado por uma mola de lei const! 
tutiva não linear, enquanto o tubo é oodelado 
por segmento de viga com comportamento elas
to - plãstico. Utiliza-se o método dos elemen
tos finitos, com duas incógnitas por nó (teo
ria clãssica de viga), e admite-se descarga 
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As equações de movimento podem ser estabe
leci das a partir do princípio dos deslocamen
tos virtuais na sua forma incremental. A 
plast ificação do tubo, através da altura de 
uma seção reta, estuda-se dividindo-o em ele
mentos longitud inais [22). 

A influência da pressão inte rna na respos
ta pode incluir-se no modelo como foi feito, 
por exemplo, no CBPF [23] . 

Este modelo permite a anãlise da história 
no tempo da resposta do sistema e conduz a 
resultados que comparam favoravelmente com os 
obtidos por métodos mais elaborados, como se 
referiri adiante. 

Modelo plano de tensão. O suporte é repr! 
sentado por uma treliça plana de rigidez cor
respondente i do protótipo. A tubulação ê 
modelada por uma placa retangular de altura 
igual ao diametro do tubo e espessura tal que 
a tensão de escoamento (como viga) seja 
Oy=My/W , em que w e o mõdulo da seção do t~ 

bo. O critério de escoamento seguido usual
mente ê o de Von Hises. As descargas do tubo 
e da mola são do tipo elistico. 

A placa é subdividida em elementos retang~ 
lares de tensão plana, quadrãticos, que se
guem uru "'lei constitutiva elasto-plãstica. E~ 
te modelo e computacionalmente dispendioso, 
mas tem motivado numerosas referências e en
contra-se descri to em ~ s] e aplica do ao que 
se designarã, aqui e na sequência deste est~ 
do, como problema de Ma-Bathe . Na COPPE tam 
bêm tem sido ' feitos traba l hos baseados neste 
modelo [24] . 

Programas comercializados. Em trabalho 
desta natureza convem referir programas comer 
cializados que permitem a resolução de probl! 
mas de chicoteamento. Resumidamente citem-se 
o ADINA (ainda não disponível no Brasil) de
senvolvido no HIT (1s] , o PIPERUP desenvolvi
do pela Nuclear Serv1ces Corporation e imple
mentado pela tDC e o ANSYS. A experiência 
com estes programas, neste tipo de problemas 
e no Brasil, e reduz ida e nem sempre e possí
vel evitar dificuldades numéricas, atê por 
não se saber como fun cionaffl as rotinas de cãl 
cul o e pe 1 a maneira "hermeti ca como o ANSYS es 
tã documentado . 
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Comparação de métodos. O prob lema de ten
são plana (•30", t • 1.125", L • 360•) Ma
-Bathe foi usado para estudo preliminar. O 
progr ama ANSYS para moaelo de segmentos de t~ 

bo fornece res ul tados lige i ramente super io
res aos de Ma-Bathe e cus tos de US$75.00 e 
US$135.00 para i nte rva los de tempo ót = 2 x 
x 10- 4s e ót21o-4s respectivamen t e (Ha- Bathe 
usa r am 6t•l0-5s) . O mesmo programa, sobrem~ 
delo de tensão plana , deu res ultados mais pr~ 
ximo dos de Ma -Bathe ma s a um cus t o ainda 
mais e l e vado . 

O modelo de vi ga clãssica, resolvido por 
gentileza do s autores de [22] no seu Centro 
de Cãlcu l o, deu resultados também coinciden
tes com os de Ma-Bathe e a custo mais baixo. 

A coincidência desses resultados predispôs 
a que a comparação dos modelos se fizesse ap! 
nas para os modelos (i) massa - mola, (ii) cin~ 
mãt ico e (iii) viga clissica. Os resultados 
achados foram consistentes e reportam-se os 
obtidos para tubos de diâmetro +24" Sch. 60 e 
+6 • Sch. 80, cheios de ãgua. Os fatores de 
amplificação comparam-se co~ os obtidos por 
( iii) que são considerados "exatos• 

TAl. I 

COMPo\~AÇÁO OE 'ATO~ES ()( Allllfi'I.IFICAÇÂO ,.RA OI'UElHES FOlGAS 

( •&"•ICH. &O,l1• t OlM/e•, ''104lM,U
0

• tU•.lt/ •
1

• 0 .1) 

. 
'0LGA AMPLIFICAÇ10 ERRO ERRO 
I em l FA (MASSA· MOLA) ( CINEMÁTIC()J 

!%1 !%) 

I . 2 1 I, I I I, 8 - 6. ) 
2. ~ 4 I • ) ) - 9.0 _, 

8 . 8 
~.o 8 I , 4 4 - 7.6 -I 9. 4 

TAI. 2 

COMltA~AÇÂO OE f'ATO~ES OE Allll"-W!CAÇio I'IUIA OIF~OITD FORÇAS 

1 • u'- tcKeo , , . J u-. •,• - ••1•, '\)••• .-.t•,•O.tl 

AMPI.If'ICAÇÁO ERRO ERRO FORÇA (MASSA· MOLA I ( CINEMÁTICO I 
I '" I 

,. • 
(%) (o/o) 

2 o 4 o I ~ I 6 . 6 - 2. 6 
2 1 2 o I ) 8 -I • ~ - I 4 . ~ 

4 o 8 o I ) ) -11 . 2 -2 8 . !I 
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Observa-se que erros se verificam tanto 
para linha s de pequeno como de grande diãme
tro ; que o modelo c ine~ãtico dã resultados 
sis temat icame nte i nferiores aos •exatos• e 
que FA aumen ta co• a f ol ga e di m; nui co• a 
força F, como se il ust rarã graficamente 
adiante. 

Mais importante e constatar que os métodos 
s1mpli f icados exigem u~ fato r de correção pa
ra serem conservativos e que este fa t or depe~ 
de fortemente no pa râmet ro À 1 ~(F0 tK 1 u0 ) con
f orme indicam os resulta dos obtidos. 

Ou t ro parâmetro cara cterís tico identifica 
do e Àz • (g/O)l / 2 que ê proporcional ao quoci~ 
ente da velocidade angular ao fechar a folga 
pe1a frequên cta fundamental do tubo engastado 
de compr i mento L

0
. 

Nos casos estudados foi possível achar um 
fator de correção E que torna conservativos 
os valores obtidos pelo mêtodo cinemãtico e 
que ê apenas função de À1: C&l+{l/3)Ã

1
. 

' 
INTERPRETAÇAO DE RES ULTADOS 

Parece util inc luir algumas conclusões qu! 
litativas sobre a resposta do sistema e que 
poderão contribuir para ajudar a projetares
clare~idamente os dissipadores de energia. 

A influência da folga g ê evidenciada na 
Fig. 12 que mostra a histõria no tempo do de,! 
locamento na extremidade, Ymax• adimensiona
l izado por u0 (deformação mãxima linear da m~ 

la, Fig. 11). Se a ductilidade ~for defini
da pelo quociente da deformação u da mola por 
u0 tem-se u•(Ymax/u0 )-(g/u0 ) e a figura indi
ca qual a ductilidade que seria exigida do s~ 
porte para o desenvolvimento da resposta. O 
andamento da resposta e essencialmente parab~ 
lico ate y•g como se esperaria, horizontali
zando-se rapidamente para ~>1. 

O teMpo que o tubo leva a atingir a mola 
(1.4 , 2.3 e 3.5 ~s ~ sobreestimado pelo mod! 
lo cinemãtico (1.8, 2.8 e 3.9 ms) que , no en
tanto, prev~ uma reversão do movimento para 
tempos (4.7 , 5.3 e 6.7 ms) substancialmente 
mais curtos que os reais (7. , 16.2 e 17.8 ms). 
Este comportamento -~t r ibui-se a um amorteci
mento exagerado que L introduz no modelo cine 
míitirn. 
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a. 

6. 

2. 

o 

O TUBO F!CHA FOLGA 

e k MUDA PARA IC2 

I, I 204UI) 

lO 
TEMPO ( x I05a) 

I~ 

FIO. 12- INFLUfNCIA DA FOLGA t INICIAL NA FL!CHA MÁXIMA 

A Fig. 13, mostra a influência da força F 
no comportamento do sistema para uma folga 
constante ( g=7 .62cm). Observa-se que , embora 
(Ymaxlu 0 ) aumente com F, o fator de amplific! 
ção diminui, como se mostrou na Tab. 2. O 
tempo de fechamento da folga diminui com F 
mas·o instante em que Y•Ymax ê muito prõximo 
(21.6, 23. 1, ?.6.6 ms para F•2040, 2720, 
4080kN). 

12 

lO 

• 
e 

4 

2 

'I• Ymu/Uo 

-~ 

IC • KaiJI• l+t/ .. • 3,&1 

v• ,c,·,; .. •2,5 1 

10 to 
TlMPO ( a 10

1 
e) 

I"IG. 15 • INI"LUhCIA DA I"ORÇA [)(TERNA 
NA RUPOSTA lt .. RA FOLGA ltoiiCIAL 
CONSTANTE ( g IT,·U om) 

Finalmente a Fig. 14 mostra diversas confi 
gurações da haste atê atingir a configuração 
de flecha mixima. Verifica-se qu~ o sinal 
do campo de velocidade e função de po~to. fa
to que o modelo cinemitico não pode. traduzir. 

,OI 

,OI 

,Of 

.04 

.OI 

Y/Lt 

CONCLUSOES 

I e"' lcll 1 0 

" • 204 ltN 
K1 • to k IV' c-

I"OLGA • 2 ,&4 om 
1Ca /IC1 • 0,1 

L 1 • 3,0m 

O desenvolvimento de suportes dissipadores 
de energia estã ainda numa fase inicial quer 
de concepção . quer de definição das propried! 
des caraçteristicas. 

A definição da lei constitutiva dos supor 
tes pode ser feita por mêtodos de anãlise. 
mas exige-se que inicialmente estes se façam 
preceder de numero ace1tãvel de testes experf 
mentais que afiram o rigor da representação 
analítica. 

Definida a lei força-deslocamento do supor 
te hã vãrios métodos possíveis para dimensio
namento dos suportes. A menos que haja ra
zões especiais para anãlise mais rigorosa 
(quando se poderã usar o modelo de-viga) , o 
modelo cinemãtico corrigido ou atê o modelo 
massa-11ola fornecem valores ut111ziveis para 
projeto. 

A eventual necessidade de introduzir efei 
tos como os de ovalizaçio do tubo e pressão 
interna e obter resultados rigorosos e compu
tacionalmente a custo aceitãveis, aconselha o 
desenvolvimento de procedimento baseado em 
modelo misto de elementos finitos (fu ncional 
de Reissner modificado) em conjunção com a 
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lei momento - cur vatura do tubo . Este método 
estã a ser desenvolvido, rio momento, pelos 
autores de . [3] . 
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canal crftico da primeira divisão do núcleo. 
Este canal crltfco i, agort, subdividido e• 
canais menores e o procedf•ento i repetido, e 
assim por diante, ati atingir-se o subcanal 
aais quente . Conhecendo-se ts cartcterfsti~ 

cas deste subctnal, umt adequtda correlação 
e•pfrica de fluxo crftico de calor é, então, 
utilizada . 

O cãlculo termohidriulico, efetuado desta 
forma, demanda um grande tempo de computação, 
sendo portanto bastante dispendioso, devendo 
apenas ser aplicado em estãgios avançados de 
projeto de elemento' combustTvefs. 

Por outro lado, tomando-se o subcanal noml 
nal mafs quente e assumindo fronteiras fecha
das, isto i, desprezando-se os processos de 
mistura turbulenta e escoamento transversal, 
resultando em vazio em mass• constante ao lo! 
go do co•prfaento, leva a resultados irreali! 
ta, uaa vez que •assa e energia são trocadas 
co• os canais vizinhos devido as maiores va
riações tir•fcas que ocorrem nas propriedades 
do refrigerante no subctnal mais quente, par
ticular•ente densidade e enttlpia. . 

O presente trabalho propõe ua modelo si•
plfficado de anãlise de subcanal mais quente, 
sem as li•itações da anilfse com fronteiras 
fechadas e evitando o rigorismo da deter•fna
çio de canal mais quente e esco,mento trans
versal adotada pelos programas COBRA e THINC. 
A aplicação do método, no entanto, exfge redu 
zfdo tempo de computação, pequena capacidade 
de memória, fornecendo resultados bastante S! 
tfsfatõrfos para um estãgfo preliminar de pr~ 
jeto 

MODELO TEORICO 

O •odelo proposto assu•e que as condições 
crltfcas do núcleo ocorre• no subctnal no•i
nal •afs quente, deter•fnado sf•ples•ente por 
inspeção dt dfstrfbuiçio rtdftl de potência 
do núc leo, obtfdt pelt tnílise neutrõnica. E! 
te ~tnal i consfdertdo tcoplado a u• canal m~ 
dio nominal apents por escoaa.nto transversal 
Os canais são div idi dos em volumes de contro
le, conforme Fig. 3. 

~escoamento transversal i obtido através 
da imposição de que a d1str1bu1çio axial de 

2 

S'..,a v .. l fc..t Vc,a 

"•.a f "•.Z : "-.% t "•.t ______ .l ___ _ 
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f ••• t v ••• I r ••• t "c.• 
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1· .. ·---,, .... -.~ .. 
_,1 .. ·-· 

AZ 

l 
~~ 
•-• ...._ ....... , n•ls•l 
ROIIII .. I (11) ••la ~111e (t) 

Fig. 3 Acopla•ento entre os canais •ais 
quente e •idfo no•inais 
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pressão, ao longo do canal •ais quente, seja 
a aes•a que aquela do canal •êd1o no•1nal, 1s 
to i, 

( 1 ) 

onde 

(2) 

e 

(3) 

As seguintes hipóteses são constderadas no 
desenvolvimento do modelo: 

(a) o cantl midio no•fnal i toaado co•o sendo 
o núcleo do reator co•portando-se de ••
nefrt ho•ogenizada. Destt for•a,todas as 
propriedades do refrigerante, neste canal, 
não sio tfetadas pelo tcopla•ento co• o 
canal •ais quente. Isto justifica-se no 
grande numero de subcantis existentes no 
núcleo de ua reator; 

(b} o refrigerante i tfdo como completa•ente 
homogenizado na entrada do nücleo, devido 
a existência da câmara plena 1nfer1or,te! 
do, portanto, as mesmas propriedades nos 
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jo quadrado (Fig. 1) e são presas em grupos 
por grades espaçadoras dispostas ao longo do 
comprimento. formando os elementos combustl
veis . A região formada entre quatro barras e 
chamada de subcanal típico, por onde escoa 
ãgua leve e pressurizada executando as fun-
ções de refrigerante e moderador. 

D 

s 

Ftg. 1 Arranjo quadrado das barras 
de combustlvel 

A potência de operação de um PWR e limita
da, principalmente, pela ocorrência de fluxo 
critico de calor, usualmente chamado de DNB 
(Departure from Nucleate Boiling), na superf! 
cie externa do r!vestimento, podendo, desta 
forMa, provocar danos na barra de combustTvel. 

A fim de se avaliar o fluxo critico de ca
lor em deter~nado canal do núcleo do reator, 
ê indispensivel conhecer-se as condições lo
~ais do refrigerante tais como vazão, ental
pia, pressão, títul o do escoamento, etc . Di
versos métodos de cãlculos , colocados na for
•• de programas de computador, foram desenvol 
vidos ate a presente data com o intuito de o~ 
tenção destas informações, tais como o COBRA 
[1], programas · da linha THINC [2] da 
Westinghouse etc. Estes programas apresentam 
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em comum o fato de dividirem o núcleo em ele-
mentos combustiveis, ou em grupos de 
tos combustiveis, considerados como 

elemen
canais. 

Os canais são divididos em volumes de contro
le axiais e as proprie~ades do refrigerante 
são assumidas como uniformes em cada elevaçi~ 
As leis de conservação de massa, quantidade 
de mov imento e energia são aplicadas para os 
volumes de controle, obtendo-se, assim, o de
sempenho termo-hidrãulico dos diversos canai~ 
embora não se conheça o desempenho dos subca
nais indi viduais. Dois mecanismos de mistura 
entre canais adjacentes são considerados: (1) 
mistura turbule~ta (m1xing), causando distri
buição de entalpia entre os canais, sem QUe 
ocorra troca liquida de massa entre os mesmos; 
e (2) escoamento transversal (crossflow), de
vido ãs caracterfstfcas das grades e diferen
ça de pressão entre os canais. Esta intera
ção entre canais e mostrada na Fig. 2. Dife
rentes programas consideram diferentes mode
los teõricos para estes mecanismos. 

fi,2 ví.2 YJ,z vJ.Z 

H t p I t 1,2 1,2 1 HJ,2 Pl,2 

2 -- --- - - - _I_ - - - -
I 
I 

-.1.. W;l 
I 
I 
I 

Canal I Conol 
I 

I • 
__._ Wjj 
_,..- w·,, 

I 
I _______ .J ___ _ 

t 
p 

1,1 

I 
I 

' 

Escoamento 
Transverso! 

{crossflow) 

Mistura 
Turbulenta 

{milcing) 

Fig. 2 Interação entre dois canais 
adjacentes 

Este procedimento permite determinar-se o 
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dois canais; 
(c) a mistura turbulenta entre os canais e 

desprezada. Na situação rea 1, o cana 1 
mais quente encontra-se em contato com ca 
nais bem próximos de sua situa(ão térmica. 
Desta forma, o efeito redistr~buidor de 

entalpia devido ao mixing é pequeno comp! 
rado com o escoamento transversal imposto. 
Ainda, tal mistura turbulenta tenderia a 
remover fluido com maior entalpia do que 
aquele que e traz i do para dentro do subc! 
nal cr\tico, causando, assim, uma redução 
na entalpia med i a do canal. Trata-se, PO! 
tanto, de uma hipótese conservadora. 

As equações de conservação, em regime per
manente, pa r a o canal mais quente, subdividi
do em volumes de control • , pode~ ser escritas 
na forma: 

a . Conse r vação de massa 

( 4) 

onde 

Wnc c vazão em massa transve~sal do canal (n) 
para o canal (c). Obviamente , Wnc"'-wcn· 

b. Conservação de energia • 

onde 

• A V p 2H 2 , c c,2 c, c, 

I 

( 5 ) 

Q • taxa de geração térmica no volume de con c 
trole considerado; 

H* • entalpia media no volume de controle do 
canal doador do escoamento transversal, 
dada por 

H n, 1 • Hn,2 
lf* . 'R'n . se wnc ~ o, 

2 

H 
C I 1 

... H c,2 H'• .. H . se w < o. c 2 nc 
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c. Conservação de quantidade de movimento 

v2 
AP +Ap _s..!. c c,l c c,l gc 

v• - w -. nc gc 

v2 
•AP +Ap -SI. c c,2 c c,2 gc 

+ A j) 6Z ...2... 
c c gc ( 6) 

onde 

v 1 • v 2 c. c . 
2 

4A 
De • diâmetro hid ráulico do canal (• ~ 

onde Pw pedmet ro molhado do ca na l) ; w 

fc • coeficiente de at r ito. 
v• O ter~o Wn - representa a contribuição c gc 

do escoamento transversal ao balanço de quan
tidade de movimento, sendo v• dada por 

'\ 

v n 1 1 • v n,2 v• c vn se w ~o, 2 nc 

v • v c , 2 v• • v C 1 1 se w < o. c 2 nc 

Na equação (6) , devem ser acrescentados 
te rmos de perda de carga localizada , quando 
os volumes de cont role contiverem va r iações 
de área causadas por gr ades espaça dora s , bo· 
cais de ent r ada e sa l da, etc . De man e i ra ge-

-2 
1 

_ PC VC 
r a , sao termos do tipo K ~ , onde K -

• v .::gc v e 

uma constante ca ra c t e r \stica da va r i ação ocor 
rida na geomet r ia. 

o primeiro passo, par a . a aplicação do pre· 
sente modelo, consiste na determinação das 
condições do escoamento no canal medi o nomi-
na 1 . Estas condições sao obtidas a pa r tir 
das equações ( 4 ) • ( 5) e ( 6) • substituindo-se 
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o 1ndice c pelo índice n e impondo-se Wcn· O, 
de acordo com a hipótese (a). 

Com as condições no canal médio nominal d! 
terminadas, a aplicação das equações ( 4 ), (5) 

e (6), para o canal critico requer o conheci
mento de Wnc• o que ê feito iterativamente. 
Impondo-se, inicialmente, Wnc • W~c • O, de
termina-se as condições no volume de controle 
critico, em particular P~. 2 . Através da equ~ 
ção (2), ê, então, calculado P~ . O escoamen
to transversal e estimado , para O priNeirO 
passo, pela expressão 

wl 
nc + (7) 

onde Cnc ê uma constante genérica. Combina n
do-se as equações (4} e (5), obtêm-se 

1 
H 2 • c . 

A p V H + Q c c,l c, l c,l c 
A p v + w1 

c c ,l c,l nc 

wl 
H n, 1 + 'H 

( n, 2) 
nc + 
A p V + c c,l c,l w nc 

oara wl 
nc ~ o. ou 

I 

A p V H + Qc + w~c H c, I 
Hl c c,l c, l c,l -r-• w1 c , 2 

A p V + nc 
c c,l c,l -r 

para w~c < o. 
Avaliando-se p 2 a partir de H1 

2 e c. c. 
pressão , usando-se correlações emplricas 
tabela s , obtêm-se 

I v 2 • c. 

I 
AcVc,lPc,l + Wnc 

AcPc,2 

(8) 

( 9) 

da 
ou 

(lO) 

Obviamente, efe i tos de escoamento bi fás i co, 
quando presente. devem ser i nclu í dos nas equ! 

1ções 
I Com estes novos valores dos parâmetros, na 

salda do volume de controle, a pressão 
ê recalculada através da equação (6). 
amento transversal ê, agora, dado por 
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p2 
c,2 

O esco 

( li ) 

e o procedimento o~ s c rito repete-se iterativa 
mente . ApÕs i i te ~dçÕes, o ~scoamento trans
versal ê dado po r 

? - pi 
..l i -1 + n c 

nc cnc 
( 12) 

Este proceB <> ;; In ter romp i do quan do 

-
"' r. - i I p c < c t (13) 

sendo t un P f t a l ~ ; sive l , previa•ente defi
nido. 

Após a o btt~- 1o de convergência, pode-se 
passar para o c' Jculo do vólume de controle 
seguinte. Obse r ve que a constante Cnc não 
tem influência no valor de W obtido apõs a nc 
constatação or co nvergênc ia. Sua i nfluência 
e apenas notada no número de iterações neces
sário. 

O procedimento descrito prossegue até ati~ 
gir-se o topo dos canais e pode ser visualiza 
do através da Fig. 4. 

RESULTADOS 
O presente método foi aplicado pa ra o nu

cleo do reator da Central Nuclear Almirante 
Alvaro Alberto, unidade Angra-1 , descrito no 
Relató r io Final de Anãlise de Segurança(FSAR) 
[3]. Os dados de projeto pertinentes são a
presentados na Tabela 1. 

As pri ncipais co~relações empíricas utili-
zadas ao lon go da aplicação são aquelas do 
progrua HAIHYDRO-P (4]. Para as quedas de 
pressão local1zadas, foi utilizado Kv • 1,029 
e 2,276, para as grades sem aletas (primeira 
e últi~a) e para as grades intermediárias(co• 
aletas misturadoras), respectivamente, assim 
como Kv • 0,4 e 1,0 para contração e expansão 
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bruscas. Cada canal foi dividido em 35 volu
aes de controle, na direção do escoa.ento . 

CcndlçGu no tnlrodt 

do núcleo 

C-11 160 diYididot 1111 
Yohrmn de controle 

de •"~~~'' Al 

Olltriii iUCio ... COIId ftiU H 
COMI II!Mft IIOift fiiiiJ poro tMfOI 

01 woln•u de contro le 

Fig. 4 Procedime nto para apl i cação do método 

Figura 5 ap r esenta a queda de pressão ao 
longo dos canais. A queda total de pressão 
obtida foi de 31,5 psia. Fig. 6 mostra o co! 
portamento da entalp i a ao longo dos canais . 
Na Fig. 7 são apresentados o tTtulo termodin! 
mico, o tltulo do escoamento e a fração de va 
zios para o canal critico. A partir de f: 
0 ,30, o escoamento começa a se r bifisico, em
bo r a a enta lpia seja menor do que a entalpia 
de saturação , na pressão local, devido a in-
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TABELA 1. Parâmetros de Projeto da Usina 
Nutlur Angra-1 

PAR~METRO 

Potên ci a térmica, Mwt 
~azão total do refr ig. , lbm/hr 
~azão efetiva de refr ig. , lbm/hr 
Pressão na salda do núcleo, psia 

luxo térmico mêdio, BTU/hr .ft2 

ator de pico axia l de potência 
~ato r de pico radial de potência 
Altura dos canais, ft 
Comprimento ativo das barras , ft 
Diâmetro externo das barras de 

comb ustTvel, in 
Pas so entre barras, in 
~emperatura do refrigerante na 

entrada, °F 
~rea efetiva de escoamento, ft 2 

Numero de grades es paçadoras 
Distribuição axial de potência 

VALOR 

1876 
71,1x106 

67,9xl 06 

225

~ ,871xl0~ 
1 • 51 
1 ,55 

12,633 
12 

0,374 
0,485 

549,5 
26,4 

8 
cosenoidal 

cipiência de ebulição local . Fig . 8 mostra 
que, apõs a 1ncipiência de ebulição local, a 
vazão de massa, n.o cana 1 quente, começa a di
minuir dewido ao aumento do volume especlfico 
do refrigerante, provocando sua expulsão do 
can al na forma de escoamento transversal . Es 
te fato pode ser observado na Fig. 9. No pr! 
sente trabalho, foi adotado o mesmo valor de 
Kv, nas quedas de pressão localizadas, seja 
para escoame~to monofisico ou para escoamento 
bifisico, sendo que, nesta última situação, 
assumiu-se o modelo homogeneo. Assim, obser
va-se na Fig. 9, que, na região das grades, 
surgem picos no valor do escoamento transver
sal exataMente devido a estas quedas diferen
ciadas de pressão em canais com diferentes r! 
gimes de escoament~. Não hã evidencias se 
tal observação ~orresponde a 

. No entando, refinamentos no 
grades podem ser facilmente 
método . 

s 1tu.ação rea 1. 

tratamento das 
incorporados ao 

Figura 10 apresenta a distribuição do DNB R, 
definido como a relação entre o fluxo critico 
de calor para as condições locais, obtido a
través da correlação W-3 [5] corrigida para 
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grade "R" (a ser util izada no carregamento do 
reator Angra-1). e o fluxo de calor local. 

O ~I Q2 Cl3 Cl4 o.& OA ~7 OA Clt • 1.0 

'!L 

Fig. 5 Queda de pressão ao longo dos canais 

, , , , 

, 
/ , 

, 
"' "' , 

--t:atelfile u -• ... ,. 
·--- Entwlpio no ceol m4doo 

Fig. 6 Distribuição de entalpia ao 
longo dos canais 

o.tor----------------...., 

-o. o a 

til··-'· 
111. t...tldlll-. 

,.. .. .... . 

I 

I 

I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

I 

, 
I 

I 

.L 
L 

-0.10'---------__,.._ _ ___ __, 
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F1g. 7 81str1bu1ções do tftulo do escoaaento . 
tltulo ter•od1nim1co e fração de va
zios no canal· quente 

1.00~------~ 

o I. O 

F1g. 8 Vazão em massa no canal quente 
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fig . 9 Escoamento transversal do canal 
médio para o canal quente ~ 

o 

1
mlni1M ONIIII•2M 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

f ig. 10 Di,. tribu i ção de DNBR ao longo do 
canal quente 

Comparação entre os principais resultados 
obtidos no presente trabalho e aqueles oo FSAR 
[3] sio rlados na Tabel a 2. 

Como o HDNBR representa o fator preponde
rante no projeto te rmohidriulico de um PWR, 
pode-se observar que a utilização do modelo 
simp l ificado conduz a resultados bastante pr~ 
Kimos daqueles apresentados no FSAR . Conside 
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rando-se ainda que a anilise termohidrãulica 
é fundada em correlações empiricas obtidas a
través de dados experimentais, o desvio ora 
obtido, certamente, é irrelevante diante das 
incertezas ine rentes às correlações utiliza
das. 

TABELA 2. Co~paraçio entre Resultados 
FSAR e do Presente Modelo 

do 

PAR~METRO FSAR PRESENTE 
TRABALHO 

Fator de acréscimo de en-
ta 1 p1a 1 • 55 1 • 59 

Aumento médio de tempera-
tura do refrigerante ,°F 69.1 71 

Temperatura externa mixi-
ma do revestim•nto, o f 660 657,9 

Oueda de pressão no nü-
cleo, psh 28,2t5 ,6 31 .5 

fração de vazios na sal' da 
do canal quente 19,3 16,8 

Minimo DNBR (HDNBR) 2,08 2,06 

COHENT~RJOS 

A utilização de complexas ferramentas de 
cilculo e uma pritica adotada na indústria nu 
clear para, praticamente, todos os estágios 
de projeto e anilise de projeto. Tal prática, 
no entanto, carece de uma anilise mais profu~ 
da dos custos e beneficios daquilo que se es
pera obter. O 11odelo, aqui apresentado, de
~onstra que é possivel, co• senslveis redu
ções de esforço humano e de tempo de computa
ção, obter-se resultados de mesmo nivel de 
qualidade e maior simplic idade de interpreta
ção. Ainda , o presente modelo pode se r util! 
zado na anilise de cana l quente e11 programas 
de simulação do comporta•ento dinã~ico de nü
cleos de PWR , durante transitórios operacio
nais. 
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SOBRE O TENSOR CONDUTIVlDADE TÉRMICA EM 

MEIOS POROSOS RIGIDOS 

GIL8ERTO MEDEIROS KREMER 

DEPTO. FISICA, UFPr, CURITIBAJPR E COPPE/UFRJ 

RUBENS SAMPAIO FILHO 

ESCOLA DE OUIMICA E COPPE/UFRJ· RIO DE JANEIRO, RJ 

SUMARIO 
PAopõe-4e um novo modelo ~eÕAico paAa a condução de caloA em mtio4 poAo4o4 ~ido4 4~ 
.tuAado4 e deteiUIIúta-4e comple..tamen.te o ve.toA 6luxo de c.aloA a pauiA de .tAu 6unçõu 
ma.teA~a~. Compa~ta-4e a pAt4en.te .teoAia com ou.tA44 ex~.ten.t~ na tittAa.tuAa e 4uge
Ae-4e alguma4 upeAiên~44 paAa c.ompl!.ovaçiio d.ilteta da não validade da hi..pótue de que 

g • v • O .ú!pt.ic.a h • v • O. 

1. INTROOUÇAO 
Usando a Teoria de Misturas, Telles e Mas 

sarani propuseram em [1] um modelo para a con 
dução de calor em meios porosos rígidos e sa 
turados. Apesar desse modelo ser bem mais g! 
ral que os então existentes n' literatura, al 
gumas de suas previsões est!vam em desacordo 
com experiências [2, 3] feitas para testar o 
modelo. 

Para explicar os resultados encontrados em 
[2 ,3] Telles e Ma ssarani apresentaram em (4] 
um novo modelo baseado nas seguintes hipÓteses: 
1) O fluxo de calo r h sõ depende da velocid~ 

de v e do gradiente de temperatura g, i.e., 
h = h(v,g); 

2) h é isotrôpica , i.e., se Q é um tensor or 
togonal então h(Qv, Qg) • Q h(v,g); 

3) h é uma função ho~ogênea do lQ grau em g, 
i.e., para todo escalar >.~O , h(v, >.g) = 
=>.h(v,g) ; 

4) Se g ·v .. O então h · v • O. 
No presente traba lho mostraremos ·que a hi 

pÕtese 4) ê incompativel com as hipóteses 1) - 3) 
e na verdade ela na o ê fisicamente correta, ~ 
lem disso mostraremos porque a não validade de 
4) ainda não foi detectada experimentalmente e 

sugeriremos experiências onde sera possível a 
comprovação direta da não validade de 4). 

Notação. 
Seja V um espaço vetorial com produto in 

terno " · "· LinV ê o conjunto de todos os en 
domorfismos de V, cujos elementos serão cham~ 
dos de tensores. Ort representa o 
dos tenso res ortogonais de LinV . 

co nj unto 
Os elementos 

de V e L i nV 's ao denotados respecti vamente por : 
a,b,c, ... , e A,B,C , ... , enquanto que os esc! 
lares por: a,B ,y,t , .... l representa a iden 
tidade de LinV, ATa transposta de um tensor 
A e lb l a norma do vetor b. O produto tenso 
rial de dois vetores a , b f: V é o tensor definj_ 
do por: (a e b )c • (b · c )a Vcev. Seja f: wcv .. v 
(W aberto de V) de classe C1 então grad f(a) e L i nV 
é a derivada de Frêchet de f no ponto a E: W, 
i. e., f(a +h~ • f(à) + (grad f(a))h + O(a;h) 
onde v .. ~ O(l~J) • O. Se f depender de vãrias 
variãveis d n taremos a derivada em relação a 
uma va riãvel (b por exemplo) m.antendo as ou 
tras fixas por: ab f. 
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2. ALGUNS RESULTADOS PARA FUNÇOES VETORIAIS 

HOMOG[NEAS E JSOTROPICAS 
Apresentaremos a seguir alguns 

para funções vetoriais homogêneas e 
resultados 

isotrõpi 
cas dependentes apenas de variãvei s vetoriais: 
porem um número qualquer de variãveis escala 
res (independentes das variãveis vetoriais), 
podem ser adicionados sem alterar os teoremas 
que se seguem. 

As demonstrações dos teoremas podem ser en 
contradas no Apêndice. 

Teorema 1 . 

Se h: V x V • V e uma função dtferenciãvel 
e homogênea do 19 grau na segunda variãvel 

h(a, ).b) • ).h(a,b) Ya, b~V. À ~o ( 2. 1 ) 

então existe K~ LinV tal que: 

Kb = h(a,b), K(a,b) • (abh)(a,b). (2.2) 

Teorema 2. 
Nas condições do Teorema 1, se À~ O, então: 

K(a,b) • K(a , Ãb). 

Teorema 3. 

Nas condições do Teorema 1, se h e uma fun 
ção vetorial 1sotrÕpica então K e uma função 
tensorial isotrõpica, i.e. 

Q h(a,b) • h(Qa, Qb) • K(Qa. Qb) .. Q K(a,b)QT 

YQE;Ort. 

Se lbl ; O, podemos escolher no Teorema 2 
À = 1/l b I e sendo K uma função tensorial is~ 

trõpica, sua representação, segundo [6], serã 
dada por: 

b b K(a,b) .. K(a, ibl) • a 1 + a a 8-
l - 2 I b I 

b 
+ a a e a + a -8 a • ~ I b I 

b b 
( 2. 3) + a -e-

5 I b I I b I 

onde os coeficientes a
1

, ... , a
5 

são funções 
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escalares de lal e {a· b)/lbl. 

Teore11a 4. 

Os coeficientes ai satisfazem as relações: 

a + ( a • o 
5 ' 

a .. at a 
' 1 

at a + t at a • o 
2 • 

onde ( . (a· b)/lbl . 

3. O TENSOR CONOUTIVIOAOE TtRMICA 
Nessa seção procuraremos explorar os resul 

tados obtidos nos capítulos anteriores. O no! 
so objetivo e estudar o processo de condução 
de calor quando fluidos incompressiveis escoam 
através de matrizes porosas rigidas e usa~s 

uma notação semelhante a de [4]: 

e temperatura da mistura, 
h fluxo de calor, 
v velocidade do fluido {pode ser pensada ou 

como velocidade intersticial ou superficial); 
g gradiente de temperatura (grade), 
K tensor condutfvidade térmica. 

Os Teoremas 1 e 4 nos fornecem que: 

h(e,v,g) • K(e,v,g)g 

g 
K(e,v,g) • a 1 + (8- I t(a. a )d.t)v e-

1 - ... ' 19 I 
+ a v e v + (a a ) _g_ 8 v 

J t 1 lgl 

- t{a a ) ...!... 8...!... {3.1) 
t 1 lgl lg I 

onde_t • (v ·g) /lgl, ci • âi(e.lvl.t), i= 1,3, 
8 = e{e. lvl). 

Através das equa~es {3 .1) podemos escrever 
que: 

h(e.v,g) • a g + (8- /.t(a1 c )dt. +ta )lgiV. 
1 ' l 

( 3. 2) 

Ooravante, para facilitar a comparação com 
os resultados de [4j , suporemos que os coefi 
cientes ai independem de te definiremos uma 
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familia de grandezas escalares Kr• denominada 
r- condut1vtdade térmica por: 

1 
( h • g) 

lgl
2 

\. 

onde r = .JL · v 

I g I I vi 

t fãcil de ver que Kr e bem definida e de 
pende apenas de 9 e lvl. Chamare~os K, K e o 1 
.c_ 1 de condut ividade ortogonal, paralela e an 
tiparalela, res~ectivamente. 

Podemos então escrever (3. 1) e (3 . 2) c~: 

I( - I( 

- K 1 - ( 
1 • -~)(~ e g 

o - 2 I v I T;l) K 

K + K - 2 K 
( 1 -1 o ) v v -e 

2 I v I I v I 
K - K IC +K -2K 

( 
1 

_, 
+ t 

I 
_, 

1 
'> lgiV - K g -

o 2lvl 2lvl (3 . 3 ) 

h 

Estas expressões podem ser comparadas com 
as correspondentes K* e h*, de [4] que em nos 
sa notação são escritas na forma: 

IC - IC 
- IC 1- (I -1) _9_8....!._ 

o- 2 lg l lvl 
K +IC -2K c' _, o)_v_._v_ 

2 I v I I v I , 
h* "' -

K - IC 
(K + ( 1 - 1 

) o 2lvl )t)! 
IC + IC - 2 IC - ( 1 -1 0 )tlgiV 

2lvl
1 

{3 . 4) 

Vemos então que K* • KT. 

Teorema 5. 
9. v .. o implica que h . v a o se e sõ se 

K
1 

= K_
1 

Prova: Basta multiplicar (3.3) escalarme~ 
te por v e levar em conta que 9 • v .. o. 

Como a e vi dênch experimenta 1 obtida em (5] 
nos mostra que tc 1 ~ K_

1
, concluTmos que g·v=O 

não implica em h • v • O. Outra impli cação im 
portante e a não simetria de K. 

~seguir mostraremos que os resultados ob 
ti dos em [5] usando o modelo proposto em [4] 
são corretos e daremos sugestões de como com 
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provar diretamente através de experiências de 
que 9 • v • O não i•p 11 c a e11 h • v • O. 

Se nas equações (3.3) e (3.4) consideran10s 
que K 1 , K 1 e tc_ 1 são independentes de e e que 
a velocidade do fluido i constante, o termo 
div h que aparece na equação de balanço de e 
ner9ia da ei stura to1u a fona. respectiva.ente: 

IC - IC 

div h • - IC • d1v 9 - 1 -l)_v_. 

2 I v I 

di v 

• (9rad 

• ( gra d 

g) _9_ 
Jg I 
v 

9) "j;j 

(r+ K_1 - 2 IC0 ) ..:!.._ 
0 

2 lvl 

IC - IC V 
h* •- IC d1v 9 - ( 1 

-I) 
o 2 M. 

• { (grad g) - 9- + g div(-9-)) 
lgl 19 I 

- {
IC1 + K_1 - 2 K1 V V 
:--'-------)- • (grad g)-

2 lvl lvl 

Vemos então que se, alem das hipóteses jâ 
feitas, supusermos que g•v •O e/ou dfv(g/191)=0, 
teremos que div h • div h* e os dois modelos 
fornecem a mesma solução para a equação da e 
nergia. 

Consideremos agora uma matriz porosa cilin 
drica e sejam (r, •• z) as coordenadas cilin 
dricas . As exp«riências descritas abaixo es 
tão enquadradas nos casos discutidos no par! 
grafo anterior. 

i) escoamento de fluido no sentido axial e 
campo de temperatura satisfazendo e= ê(r); 

11) escoamento de fluido no sentido axial e 
campo de temperatura variando apenas axi 
almente, t .e . • 9 • ê(z). -

Considera ndo a geometria esfêr~a. pode-se 
verificar que a solução da equação da energia 
também serã a mesma, ao utilizar-se h ou h*. 
quando: 
iii) escoa•ento radial com o campo de tempera 

tura variando apenas radialmente . 
As experiências de [5] são todas do tipo 

i), if) e iii). 
Nossa previsão. utilizando-se ainda a ge~ 

metria cilindr1ca. é que as soluções da equ! 
ção da energia serão diferentes. quando tiver 
mos: 
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a) fluido escoando no sentido axial e campo de 
temperatura e • ê(r,z); 

b) fluido escoando no sentido radial (com ve 
locidade variãvel) e campo de temperatura 
e = ê(z). 
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Prova do Teorema 1: Se derivarmos parcialmente a equação (2.1) em relação a~ obtemos: 

((a~b h)(a, ~b))b = h(a,b) 

e se fizermos ~ • 1 na equação acima, temos: Kb = h(a,b), onde K • (3b h)(a,b). 
Prova do Teorema 2: Pela equação (2.2)1 tem-se: 

h(a, ~b) • (K(a , ~b))Ãb = Ã(K(a ,b))b 

Ãh(a,b) • Ã(K(a,b))b 

e, através d~ equação (2 . 1): X(K(a,b))b = Ã(K(a, Xb))b, consequentemente se ~ ; O, K(a,b) 
K(a, Ãb r. 

Prova do Teorema 3: Pela equação (2.~)1 tem-se: 

h(Qa, Qb) c (K(Qa. Qb))Qb 

Qh(a,b) • Q(K(a,b))b 

consequente•ente se h e isotrõpica: 

(K(Qa, Qb))Qb = Q(K(a,b))b e K(Qa, Qb)Q • Q K(a,b) 

OU Q K(a,b)QT = K(Qa, Qb). 

Prova do Teorema 4: Se substituirmos a equação (2.3) na equaç~o (2.2)a tem-se: 

h(a,b) • (a + (a +a )b + (a +ta )lbla 
1 .. 5 2 • 

A derivada parcial , em relação a b, da equacão acima recai em: 
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ab h • (a i + c a, + as)l + (a2 - t ata. - (2 ata )a e __ b_ 
,. • ,. • lbl 

• (a, + a( a2 + t a( a,)a e a + (a, + 3( ai + ( 3t a. + ac a )--b- e a 
" • ,. 5 lbl 

+ (-c a 
11 

- c a c 
2 

a - C 
1 

quando fazemos uso das relações: 

a c (a a ) = a e a c a + a a c a 
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Se compa rarmos a equação (2.3) com o valor de ab h calculado acima, obtemos um sistema de 
cinco equações escalares dado por: 

a .. a + a c + a 
1 I ~ 5 

a • a - C at a - (2 ac a 2 2 2 

a • a + a a + t a a 
J ' ( 2 t ' 

a • a + a a + c 3 a + a a 
11 t c 11 E I 

a . - t a - c 3 a - ,~ 3 a - t a a s 11 t 1 c 11 c ' 

Apenas três das eQuações acima sao independentes e podemos reescrevê-las como: 

I' 
+ c .. o a a 

s 11 

a • a, a 
~ 1 

at a + c<ac 9,) .. o ou a • B(lal)- I t(a1 a
1

)d1 , 
2 2 

p rovando-se ~ teorema. 
Observações: 

(i) se h(& ,v,g ) for con tinua na segunda variável e ficil verificar que : 

* l ia IC i = IC (9) 
v+o o 

1 • O, 1, -1. 

tr:::(e) e deno11i nado de condutivid~de ténafca na estagnação. Esse resultado e i11portante P!. 
ra a veri ficação da consistência dos dados experi11entais. Pode11as reescrever as funções 
•c. (e , I vi) como: 

1 

(ii) os valores IC , IC 
o 1 

e K 
-1 

onde 11m Ki(e, lvl) = 1. 
v +o 

determinam a familia Kr de condutividade térmica. 
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TRANSIENT W A VEFORMS FOR THE SIMULA TION 
OF SHOCK ENVIRONMENTS ON VIBRATORS 

S. N. YOUSRI GERGES 

CENTRO TECNOLOGICO. UFSC, FLOAIANOPOLIS. SC 

SUMARIO 
In ~~c~n~ y~a~h th~~~ ha6 b~en an ~nc~eah~ng ~~nd~ncy ~o uh~ v~b~ato~h Aath~A than 
hhock mach~neh, 6o~ hhock ~~ht~ng and thuh tak~ advantage o6 commo n v~b~a~o~ and 
6ix~u~e6 6o~ both vibAa~on and bhock t~~. Not onty doeh thih ~~duce ~n~~iat 
equ~pmen~ co4~; ~t atbo comptementh ~he b oph~h~cated dig~tat con~ot 4y4temA 
.cuA~entty avaitabte and h~gn~6icantty ~educe4 4et-up and b~eakdown ~me in the 
taboAato~y. Thi4 pape~ p~ehenth a Aev~ew o6 the 6tat~ o6 aAt on pe~60Am~ng 6hock 
teht on vib~ato~6 and himutat~ng a 6hock ~nv~Aonm~nt with vibAatoA tim~ation6. 

INTRODUCTION 
The primary advantage of using a shaker 

instead of a shock machine to simulate a 
s hock fi eld env i ronment f s t.he savi ng in 
test preparation time, the.reby resulting in 
a reduction in the cost of routine testing. 
The need to purchase specia l shock test 
equipment can be avoided by simply adding 
the necessary instrumentation to existing vi 
bration test equipment to provide a shock 
test capability. The inherent limitations of 
commercial shock machines , in terms of the 
allowable size and weight of the test speci
mens. are also overcome. 

Most of the motio n observed i n shock 
trials have waveforms that are generally os
cillatory in character si nce these are the 
results of simpler waveforms whi ch have un
dergone time-spreading and filtering by 
bei ng ·transmi tted through complex structures. 
The simple waveforms produced by classical 
shock machines generally result in a good 
match of field shock response spectra over a 
limited frequency range and severely overtest 

and/or ~ndertest over the rest of the fre
quency range of i ntere st. 

This paper summarized the type of wave
forms for simulating a shock response spec
trum envelope on vibrators, and the techni
ques for producing them with the vibrator 
physical limitations. A simple experimental 
investigation is presented to illustrate the 
techniques. 

LITERATURE SURVEY 
Several different pri~ciples and techni

ques have been developed for using vibrators 
for shock tests 11 - 101. Two major types of 
limitation are imposed; First, the input wa
veforms have to sat,sfy the shaker's physi
ca l limitations (e.g. zero initial and final 
conditions) together with the attainable 
peak acceleration. Usually the shaker can 
perform 2-3 times above its specification 
for short duration transients. Secondly, the 
effect of the system ( vibrator + test item+ 
amplifier) on the waveform has to be consid! 
red, that is the transfer function of the 
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test system has to be accounted for. 
Digital control systems offer an attracti

ve capability for transient wavefor~ testing 
on shakers, through the use of high speed 
transfer function measurements and subsequent 
shaping techniques. These systems are capable 
of prodJt1ng high quality and reproducible w~ 
veforms with minimum set-up time. The process 
used to g~nerate the waveform involves excit! 
tion with a pulse having a short rise time, 
followed by an exponential decay 11- 31, 
response measurement, and transfer function 
computation. A compensation waveform is then 
generated which has a signature which, when 
operated on by the measured transfer function , 
produces the desired waveform on the shaker 
111, 121. This digital control system is con
sidered to be the most versatile type of 
shock test available. 

Hoser and Garner 14 1 proposed ~ frequency
compensated circuit for the shaker amp\ifier 
such that, to achieve the same pulse at the 
output, only the required real-time pulse at 
the system input is needed. They only consid~ 
red the use of half-sine and full sine wave

forms. 

Several analog techniques 15 - SI were de 
veloped which would produce time histories 
whose shock spectra would match a wide varie
ty of specified shock spectra. These techni
ques are generally difficult . to set up and 
usually require the application of many low
level pulses for system equalization. Digital 
generation of a transient as proposed by Le 
Brun and Favour 111 revolutionised the thin
king concern 1ng the shock and vibration tes-

• 
ting techn1ques. 

Smallwood 191, 110 1 presents a method for 
match1ng field shock spectra by modified de
caying per1od1c pulses which can be generated 
digitally and complements the work of Le Brun 
and Favour 11 1· Young 111 1 proposed a sine 
pulse waveform bounded by a sine bell, which 
has a símple relationship to fts shock spec
trum and therefore simplified the problem of 
matching the field shock spectra. 

The work published in refs. 1121 to 1201 
deals with the simulation of shock environ
ment on shakers and complements the work men-

RevBrCMec V.1 Set 79 

tioned in refs. 111 to 1111. 

SHOCK WAVEFORM TESTIHG OH VlBRATORS 

Vibration Generator. The type of vibration 
generator used in a vibration or shock test 
depends on (i) the magnitude of force to be 
generated, (ii) the frequency range. (iii)the 
size, and weight of the specimen and (iv) the 
test location. 

Electrodynamic (or electromagnetic) and h~ 

draulic vibrators are the most widely used t~ 
pes of excitor. A force of up to 100,000 N 
can be produced on shakers with a velocity of 
up to 2 m/s and displacement 0.03 m. The arma 
ture stroke limits the peak acceleration for 
a 9iven input waveform , and ít may be necessa 
ry to mechanically · or electrically bias the -
armature in ordef to utilise the full stroke 
capability 121 1, 1221. A review article has 
been written by Tustin 123 1 on the comparison 
of techniques and equipment for generating Vi 
bration. Also in reference 124 1; full details 
are presented on different shaker characteris 
tics and performance. 

Shock waveforms. Hany different time his
tories can be generated which will match the 
same shock spectrum. Those waveforms can be 
quite different in appearance and it is not 
clear they will produce equivalent test item 
damage in the laboratory. However , since 
field environment can also produce time his
tories which are quite different in appearan
ce , it has not been shown that a single me
thod for generatfng time histories is supe
rior for simulating all environments. Many 
methods should be made available and the par
ticular method chosen should depend on the 
general characteristi c s of the field time 
histories. 

The type of waveform which can be produced 
on a vibrator is limfted to that which yields, 
for both 1n1t1al and final conditions, zero 
values for the magnitude of acceleration, ve
locity and disphcement. In addition maximum 
force~ velocity and displacement of the vibr! 
tor armature are lfmited by the vibrator de
sign. To achieve the final end conditions,the 
waveform should be conditioned. The following 
are some types of waveform and the shaker 
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capability for p"oducing them. 
1-Si~ple waveforM .To achieve the physical ll 

mitation of the vibrator a pre-pulse and pos! 
pulse should be added to the wavefor~. Frain 
125 1 has derived expressions for the maxi~u~ 
acceleration a vibratcr can achieve for a 

number of si~ple waveforms (half-sine, trian
gular, rectangular and terminal sawtootb} by 
adding half-sine pre- and post-pulse of the 
proper amplitude and duration such that the 
total area under the acceleration time dia
gram is zero to ensure zero final velocity. 
See Figure 1. 

o 
~ 
~7.0 
:X 

6.0 

5.0 

4 0 

3.0 

2.0 

Fig. 

0 .2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
p 

Shaker capability for conditioned sim 
ple waveforms (D • shaker stroke) 

2-Sine pulse bounded by sine bell. This wav! 
form was proposed by Young and Saffel in 1972 
111 1. The acceleration x of a single waveform 
is given by 

j( =A sin (wt/T) Sin (wNt/T) (1) 

Where T is the pulse dura ti on 
A is the pu 1 se amplitude 
t i s the t f me 
N i s the number of half-waves. 

To satisfy the vibrator physical 1 imita-
tions . N should be an odd number greater than 
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one. Figure 2 shows the variatfon of the maxi 
mum acceleratfon Xm a vibrator can produce 
(for a shaker stroke O, and maximum armature 
velocfty V) as a funct1on of N. The advanta 
ges of this family of waveforms is that its 
response shock spectra can easily match a gi 
ven design spectra and the amplification ra
t1o and phase relationship of each of the com 
ponents approximates to the specified values; 
this will be shown later in section 3. 

I0°r---------------------------~ 

ACCELERATION • A.sln(ft).sin(1TTN t) 

3 li 19 27 35 43 51 59 
N..M3ER CR HALF-YAVESiiN 

Fig. 2 Shaker capab111ty for conditioned si
ne pulse bounded by si ne bell. 

3-Decay periodi c pulse superimposed on cosi
ne bell. This waveform was proposed by 

Smallwood in 1973 191 and in a modified form 
in 1974 110 1. The acceleratfon is given by 

- A - r~t t 4Ar 2 wt x = e .. cos ~ - > cos 
Tw(l + t 2) T 

where t is t he decay rate 
w is the rad{al frequency 
T is the pulse duration 

( 2) 



30 

A is the pu l se am~l itude 

This fa~ily of waveforms can match a shock 
spec t ra over a very wide ra nge of frequency. 
The acceleration, velocity and displacement 
cha ra cteristics meet the limitation imposed 
by the physica l capabilities of the vibrator. 
Figures 3 and 4 provide the maximum accelera
tion a shaker can pr oduce, Xm being normali
zed to the vibrator stroke O and the vibrator 
maximum velocity V respectively. 

O 2fT 4TT 60 8fT IOTT 12fT 14fT 16fT 
wT 

Fig. 3 Shaker capability for conditioned de
cay periodic pulse superimposed on a 
cosine bell, normalized to shaker 
stroke O. 

~ 
' E 
:x 
1.6 

L4 

L2 

LO 

.. 
2 

~! 
2n 4n 6n en ~n ~n ~n 16n 

wT 

Fig. 4 Shake r capability for co nd itioned de
cay periodic pulse superimpos ed on a 
cosi ne bell, normalized to shaker ma
ximum velocity V. 
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Effect of waveform conditioning on the 
shock response spectra. F1gures 5,6,7 and 

8 drawn from ref. 125 1 show the change of 
shock response spectra of the four simple wa
veforms due to the pre- and post - pulses added 
to satisfy the physical limitation of the vi
brator. A ma rked change in the shock response 
spectrum occurs as p increases (p is a frac
tion of the peak amplitude for the pre- and 
post-pulses) especially at the m1ddle frequen 
cy range. In general p should not exceed 0.1 
to preserve a reasonable match to the shock 
response spectra. lf the vibrator stroke l i 
mit s proh1bit a te st with p < 0. 1, armature 
biasing s hould be considered instead of i n
creasing p. 

.7 I 4 7 10 
f/fo 

Fig. 5 Maximam shock response spectra SRS , 
normalized to gravity acceleration G

0 
for conditioned half-sine pulse. 

o3.0 

~ 
a:: 
(/)2.0 

1.0 

4 f7 10 
f/ o 

Fig. 6 Ma ximam shock r esponse spectra SRS, 
normalized ~o gravity acceleration G

0
, 

for conditioned rectangular pulse . 
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Ffg. 7 Max imam shock response spec tra SRS , 
norma lized to gravity acceleration G

0
, 

for condi t ioned termi nal peak saw
tooth pulse. 

4 6 8 I 2 4 6 8 K) 
f / f 0 

Fi g. 8 Haximam shock response spectra SRS , 
normalized co gravity acceleration 
G

0
, for condi tioned triangular pulse. 
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It i s interesting to note that for the wa
veform proposed by Young and Saffel j ll j the 
overall shock response spectra have a maximum 
value nearly equal to N (the number of half 
wavelengths, see equation ( 1 )) , and the norm! 
lized frequency at wh ich the maximum response 
spectra occurs is equal to 1/ N (s ee Fig. 9). 
This simple relationship simplifies the cons
truction of the field shock spectra. 

The shock response spectrum of Smal lwood's 
pulse SHOC 19 1 is show n in figure 10 for dif
ferent values of decay rate. This waveform 
ha s several interesting points to note; its 
normalized shock spectrum level of up to lO 
can be obtained (simple pulses result in maxi 
mum value of s ho ck spectra of 2), its maximum 
spectrum level decrease with i ncreasing decay 
rates, and f ina lly its shock spectrum for a 
decay rate of t • 0.5 approaches the shape of 
that obtained when using a half -sine waveform. 

Shock spectra matching. The method of 
matchi ng field shock spectra consists of ad
di ng several waveforms such as decay perio
dics hav i ng frequen ci es, decay rate and ampli 
tude necessary to produce a composite shock 
sp ectrum \losely matching the field spectra. 

a. Decay sinusoids to match field spectra. 
To match a specified shock spectrum, a nu~ 

ber of frequenc ies on the field spectra have 
to be specified, these frequencies may be the 
critica l frequen cies of the specimen under 
test. Then for each frequency w , a decay rate 
t and damping l'l( equal to the field spectra 
damping) are se lected with the aid of the 
decaying sinusoids shock spectra shape shown 
in figure 11, which can be approximated by 
the f o llowing equation derived by Galef l 27 j . 

Y ,.,2 2 w2 l'ln/( rt- t)J 2 
R(w , O, n ,c) : A ( 1 - ~) + 4 ~ [ C/( 'l- t) 

n n c 

where R i s 

1'l i s 

c i s 
w i s 
n is 

the 
the 
the 
the 
the 

response spectrum 
oscillator damping 
excitation dampi ng 
oscillator frequency 
excitation frequency 

A is the excitation amplitude 

... ( 3) 

Figure 12 can be used ~o determine th e am-
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O.l.()l .02 .04 06 .I .2 .4 .6 1.0 
I'ORMAUZED FREQI..ENCY RAllO V2T~ 

Fig. 9 Normalized maximam response spectra 
for a sine pu l se bounded by a sine 

be l l 

RESPO\ISE SPECTRA USII'G 3,-. 
OAMPING 
wT•600 

I. 10. 
NOOMAUZEO FREQLENCY (wlll) 

Fig. 10 Nor~alized shock spectra for SHOC 
pu 1 s es 

plitude requfred for each co~ponent. Assuming 
each component will act independently, then 
these spectra can be added to give the resul
tant spectrum for comparison wfth th e field 
spectra. If the difference is outside an 
allowable tole ran ce , then decay rate t can be 
cha nged and the process repeated. Note that 
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the value of the spectrum at intermediate fre 
quencies can be cha nged by changing the signs 
of the amplitudes 1281. 

b. Si ne pulse bounded by sine bell to . 
match field spectra. This waveform has 

a simple relationship with its s ho ck spectrum 
namely; the maximum nor~ali zed response spec
trum is very nearly equal to the number of 
half wavelengths, H (see flg. 9), and that 
value occurs at frequency ~· H/2T where T is 
the waveform duration. Young and Saffel 111 1 
have developed MWAV SY N, a computar program 
1291 wh ich performs the iterations necessary 
to ensure that the response spectrum of the 
composite waveform matches the field spectra 
within an assigned tolerance . The program se
lects a number of frequencies for matching a 
certain field spectrum. These frequencies lie 
on (1) a 1ine of constant re lative displace
ment in the 1ow frequency range, (2) a cons
tant pseudo-ve1oci ty for mid-fre quen cy r ange. 
(3) a co ns tant acce1eration for the high fre
quency range. This is because a field spec
trum is usua11y trapezoidal when plotted in 
fou r co- ordi na te paper. 

EXPERIMENTAL IHVESTIGATlOH 
The alm of this fnvestigation is to show 

that a t ransient waveform can be produced ac
curately on a vibrator by generating the 
waveform digitally on a compu tar and recor
dfng t he converted digital signal on a tape 
recordar 13 0 I· When generati ng the waveform 
digitally, the following factors have to be 
considered: 

(i) the wav eform must satisfy the vibrator's 
physical limitations, that is, the mo
t ion of the armature mus t have zero va-
1u es of acceleratlon, velocity and dis
placement , 

(ii) t he transfer f ~rn ction of the system (vi
brator + test i tem+ amp1ifier) has to 
be accounted for. 

A LlHG 407 shaker together with a TOP 100 
LING power a~plifier was used with a 0.02 kg 
mass mounted on the vfbrator armature to si
mulate a test specimen. The armature respons e 
was meas ur ed using a B & K 8309 accelerometer 
together with a B & K 2635 charge amplifier. 
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Ffg. 11 Norma1fzed shock spectra for a 
sing1e frequency decaying sinusoid. 
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Fig. 12 Peak response ratio for a decaying 
sinusoid. 
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The transient acceleration signal was stored 
on a digital osc111oscopt and subsequently re 
corded on an x-y plotter. 

Three tests were ptrfor~ed to de•onstrate 
the effect of condit1on1ng the waveform in O! 
der to sat1sfy the vibrator's phys1ca1 li~ft! 

tions, and the effect of the system transfer 
funct ' >n . 

1. T' a acceleration response of the vibrator 
'·mature to a simple unconditioned half
s ine waveforN (voltage input) 

2. The acceleration response of the vibrator 
armature to a half-sine conditioned wavP
form {voltage input) 

3. The acceleration re1ponse of the vibrator 
armature to a half-sine conditioned wave
form corrected for the system transfer 
funct1on (i.e. what voltage-t1me transient 
input 1s needed to produce a specified ac
celeratfon-tfme output on the vfbrator 
armature?). 
TEST 1. Figures 13 ,14 and 15 show the ha1f 

sine voltage input wavefor~ as obtained from 
Function Generator TWG 500 and the shaker ar
~ature acceleration response. The input wave
form dur•tions were O. 1, 1, 10 m.sec. res
pectively, and these produced d1fferent arma-
ture response, due to: 
a. the ha1f-s1ne waveform had the following 
1n1tial conditions: 

x (o). x<r> • o 

x<o> • o. x{T> I o . 

x(O) • o. x(T) I o. 

T is the wavefor• duration; where X• x and x 
are the acceleration, velocity and di splace
ments respect1vely. 

The fi na 1 v a 1 ues .for the vel ocity and di s
placement do not satisfy the vibrator armatu· 
re phys1cal 11mitation and therefore the vi
brator exhibited a residual acceleration (as 
shown in figure 14) . 
b. The resonant frequency of the vibrator oc
curs at approximately 8.0 kHz which is in tbe 
frequency band of the 0.1 m.sec. half-sine 
waveform, therefore figure 13 shows resonance 
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of the vibrator armature. Figure 14 shows 
that the vibrator armatu re f.óllows the input. 
This is because the input waveform ban dwi dth 
occurs wi thi n the 1 f1 at 1 freque·ncy b.and o f 
the vibrator characteristic. These output wa
veforms a re not accepted for shock test since 
their shock response spectrum is different 
from that of half-sine waveform . 

0 .1 m.s. 

! - Time 

i' --.--++-IH-++-++++-++-+-~~~ 
~ 

Fig. 13 Shaker armature response to 0.1 m.s 

half-sine waveform. 

5 
§ -Time 

i'~----r-;;.._____ __ _ 
~ 
~ 

Fig. 14 Shaker armature response to 1.0 m.s 
half-sine waveform. 
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Fig. 15 Shaker armature response to 10 m.s 
half-sine waveform. 

TEST 2. The firs"t effect mentioned in test 
{that is, 'a') ;Was corrected by conditio

ning the half-sine waveform by adding pre
and post- ha1f-sine waves of the correct du
ration and amplitude to ensure that the final 
velocity and displacement were zero. 

The half-sine conditioned waveform was ge
nerated digitaly on a POP 11 digital computar 
and the converted analog signal was recorded. 
The magnetic tape was p1ayed back to the vi
brator amplifier. Although the initial and fi 
nal conditions are zero, the acceleration wa
veform was distorted due to the effect of the 
system's transfer function as shown in figs. 
16 and 17. 

TEST 3. The vibrator was driven, via the 
power amplifier by a Hewlett Packard random 
signa l generator which produced a Gauss\an 
signal with a flat spectrum from zero freque~ 
cy to a variable upper limit. lhe accelera
tion response spectrum of the vibrator armat~ 
re was measured using a EMR Schlunberger real 
time analyser and t~e modulus of the vibrator 
transfer function is shown in figs. 18 and 
19. lt is seen that the system transfer func
tion is nearly flat from 80 Hz to approximat~ 
ly 2500Hz, (a theoretical phase has been 
used), thus explaining why a 1 m.sec half
sine ~nput waveform produces a good half-sine 
acceleration response as shown in figure 14. 
Below 80Hz the systems transfer function 
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i 
ªf 
! 1~---· ~-
~,r -Time 

~ ~----lllill.oc-~~.....__ 

Fig. 16 Shaker armature response to 5 m.s 
ha1f-sine conditioned waveform. 

~ 
:J 
Q. 
~ 
::::> 
o 
z 
o 

~ 
~ 
~ 
~ 

Fig. 17 Shaker armature response to 20 m.s 
ha 1f -s ine conditi oned waveform. 
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produces a frequency dependent attenuatio~ 
thus explaining the vibrator's response obta! 
ned in figure 15. A computer program has been 
written to calculate the i nput waveform requ! 
red to ensure that the vibrator armature res
ponse is a condit iona1 half-sine waveform. 

(dB) 

H(vJ 
-5() 

~0~--------~------------------------~------------~~ 2 1!0 220 
Frequency(Hz) 

Fig. 18 Shaker transfer function 
( 2 - 200 H z) 

(c8 
H(~ 

-40 

~40~~------~~~~----~~~~----~9XO~ 

Frequency(Hz) 

Fig. 19 Shaker transfer fun ction 
(40 - 9000 Hz) 

The Not tingham A1gorit hms Group (NAG) sub
routine (C06AAF) were used for computing the 
Fast Fou r ier Transfnrm. The requ ired waveform 
is given by 

t(w) z O{w)/H{w) 

where O( w) is the FFT of the conditioned ha1f 
sine waveform; H( w).is the system transfer 

. I( ) is the FFT of the required funct1on; w 
waveform . 
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I(t) was obtained by tak1ng the inverse 
transform of I(~). The analogue signal of 
l (t) was recorded on a Magnet1c tape and used 
to drive the v1brator via 1ts power amp11fier 
figure 20 shows tht voltage input waveform 
and the vibrator armature acceleration respo~ 
se which is a cond1t1oned half-s1ne waveform. 

This experimental 1nvest1gation shows 

that by tak1ng account of the physica1 
limitations of the v1brator and its transfer 
function, a ha1f-s1ne waveform can be produ
ced for the shock test1ng of equipment. This 
technique 1s 1n pr1nc1ple applicable to a 
number of other test inputs. 

!1 
a. z -10m.a. 

Time --

Fig. 20 Conditioned half-sine waveform pro
duced on the shaker. 

CONCLUSIOHS 
This paper attempts to review the recent 

techniques for s1mu1ating a f i e1d shock res 
ponse spectra on vibrators. The shock test 
method described here has been found to be 
high1y practical and entire1y compatible with 
commercial1y ava1lab1e shake tab1e systems. 
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UM PROBLEMA DE MAXIMO ENVOLVENDO 
Ml\ TRIZES E A DECOMPOSIÇAO POLAR 

LUIZ C. MARTINS 

OEPTO- ENGENHARIA MECANICA. COPPE/UFRJ. RIO DE JANEIRO. RJ 

SUMARIO 
Há algun~ ano~, G.G~ioti p~opo~-~~ a encont~a~ a de6o~a~ão ~Zgida (de uma bolai cuja 
di~tãncia (em te~mo~ da no~a L 2 do~ de4tocamento~) a uma dada de6o~ação homogên~a 

6o4Ae mZnima. Ete p~ovou que a ~otu~ão ~ dete~minada pelo 6ato~ o~togonal na decompo
~ição pot~ do g~ad~ente da dada de6oAmação. Ao 4e ~eeonAide~a~ o t~abalho de G~ioli 
teM-A e inApLtação pa~a u..a p~ova ete.menta~ do teo~e11a da decompo~ição pola~. No cabo 
de UP<tÇ.06 veto~iaú eomptexob , J. von Neu!flann, em t~abalho que .\ep~oduz.i~6 pa~c.ial

mente, quabe chegou tã. Aqui mo6t.\amob como 6e 6az neAte ca~o e pa~a o cabo ~eal a 
p11.ova, ai.nda maib elementa~ , pode 4e~ vi~.ta em 131. 

INTROOUÇAO 
, Uma prova elementar do Teorema da Decompo
sição Polar, em espaços vetoricr'is reais, foi 
recentemente obtida num trab~lho conjunto com 
P.Podio Guidugli 131. Apõs ter sido completa
do o trabalho, os autores tomaram conhecimen
to de um artigo de J. von Neumann 121 em que 
este obtem a existência da decomposição polar , 
utilizando outras têcn1cas e no contexto dos 
espaços vetoriais !Õbre os complexos, ao resol 
ver um prob lema de máximo. Neste trabalho re
traçaremos os passos de J. von Neumann objeti
vando uma prova elementar daquele teorema pa
ra o caso complexo. Embora von Neumann, utili 
zando o teo rema espectral, tenha obtido a ~~is 
~!-'!.C:.!~ de ta 1 decomposição, êl e não chama aten 
ção para este ponto. 

Como motivação para o problema de mãximo 
que i remos tratar, co nsidere uma esfera B,ce! 
trada na origem do R•, e que sofra uMa defor
mação homogênea de gradiente F. Isto e, consi 
dere f:B• R' dada por f(x) • Fx, det F>O. Nosso 
propós ito ê encontrar uma deformação rígida 

' 
de B que melhor aproxima f no seguinte senti-
do: determine min /( Fx-Qx ) 2 dV, onde Rot e a 

QeRot B 

coleção das rotações prõprias. 
Este problema, como foi observado por Grioli 

111. e equival.ente a resolver a questão abai
xo: 

Problema: determine max F.Q, 
QeRot 

onde . denota o produto escalar F.Q• tr(FQT). 
Admitindo-se a decompos ição pola r de F(=VR), 

demonstra-se facilmente que o problema tem s~ 

lução única dada por Q•R. E inspi rados por e! 
te fato, analisemos aquele problema com mais 
atenção. 

EXISTtNCIA DA DECOMPOSIÇAO 
Seja um espaço vetorial complexo com prod~ 

to interno, de dime hsão finita.se u ,vc\1, u.v 
denota seu produto i nte~no e lin e a coleção 
das transformações linea res de~em\1. Conside 
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remos lín como espaço com proou~o .nterno def.!. 
nindo, para A,8 e Lin, A. 8= tr(A8*), onde tr d~ 
nota o traço e 8* e a adjunta de 8. 

Se z ê um numero complexo, z=a+bi com a,be R, 
então zz a-bi e Rez• a. 

Quando A e Lin ê hermiteana (isto é, A=A*) 
A ê dita ~~fi~!~! se Av.v) O para t~do v e'U' 

(na realidade tal condiç~o implica A lermite! 
na). Observemos que tr A"* :c tr A e tr (AX)=O pa
ra todo X e Lin implica A•O. Alêmdisso,.tr(AB)= 

tr ( BJl' 

SeU e Lin ê lnversivel e U- 1 = U*, então U 
é di ta !!n!Ht!a. Denotaremos por iLL a co 1 eção 
das transformaçóes unitárias de Lin. 

Reproduzimos agora a parte do trabalho 121 
de von Neumann que nos interessa. 

Lema 1 

" -Se tr(A8)=0 para todo 8 hermiteano , entao A=O. 

Prova: Como X= i (X+X *) +};;(X-X*) e como 

~ (X+X•) e ~; (X-X *) são hermiteanos, conclui 
mos que tr(AX)'O para todo X e Lin. Logo,A=O. 

~~'!!Lg 

Seja A e Lin. Então tr(AX) ê real para todo X 
hermiteano se e sõ se A i hermiteano. 

Prova: tr(AX)o tr(AX)• tr(AX)*=tr(XA*)= tr(A*X). 
Então tr((A-A*)X) •O para todo X hermiteano, e, 
pelo lema anterior ,A•A*. A volta ê imediata. 

~~'!)~~~ 

Fixe A e ti n. Entao max Re tr(AU) existe. Se U=U0 Ue'U 
é um ponto de mãx1mo , então A0 • AU 0 ê definida . 
(isto ê, todo A e Lln pode ser escrito como o 
produto A= A0 U; 1 , com A0 definida e u0 - 1 uni
tária) . 

Prova: Pela comoaticidade de\1, tal mãximo e
xiste. Se U0 c ponto de mãximo, seja A

0
= AU

0
. 

Então Re tr A0 ) Re tr(AU0 U), para todo U e \1. 

Logo, 
Re tr(A0 )) Re tr (A0 U) ( 1 ) 

par a todo U e \J . 
Se X é herm1teana e 1 denota a identidade 
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de Lin, então 1 + ieX ê inversível para c re
al suficientemente pequeno. Considere o eleme~ 
to S=(l+icX)(l-icX)- 1 de Lin. Seu adjunto, 
(l+icX)- 1 (1-icX), também se pode escrever co
mo (1-iE:X)(l+iEX)- 1 pois X coi!!Uta com (l+icX) - 1 

Então é claro que SS*•l.Concluimos que Se 'U. e S= 
= 1 +2iEX+O(c 2 ) .Assim, 
Re tr(A0 S)• Re tr(A0 ) + 2cRe(i tr(A0 X))+O(c 2 ). 

Mas (1) vale por hipótese. Logo, com c po
de ser positivo ou negativo, tr (A0 X) é real 
para todo X hermite~no e, pelo lema 2 , A0 ê 

hermi teana. • . ' ., 
Resta mostrar oue A0 é definida. Neumann ~ 

tiliza o teorema espectral. E com êle a deco~ 
posição polar~ quase um simples exerctc,o.D! 
mos uma demonstração mais elementar . Defina , 
para todo ve'\1, o elemento vev e Lin dado por 
SUa aÇãO SOb r e ,a E '\)': (V e V) a= (a , V) V . t fã c i1 

verificar que ve v e hermiteana e que, se v 
tem módulo unitário, 1- 2vev é unitário. Co
moRe tr(A 0 (1-2v ev ))• tr A0 -2 Re tr (Ao(vev)}z 
=tr A0 -2Re(Aov.v)atr A0 -2A0 v.v, concluimos por 
(1) que Aov.v)O e A0 ê definida. 

UNICIDADE DA DECOMPOSIÇAO 

Abandonando agora a notação de Neumann, se 
ja F e L in e F•VU•VU decomposições de F com V ,O 
definidas e U,U s'\.l. ( cl aro que VV*=FF* mostra 
que V ê un ivocame nte determinado como raiz qua 
drada de FF*. Vamos obter uma prova mais ele
mentar deste fato. ,.,. 

Por hipótese, tr(VUH)• tr(VUH) para todo 
He\1. Escolha H•Ho tal que Re tr(VUH) atinge o 
mãximo para Hd.t: Re tr(VUH)~ Re tr(VUH0 ) .Ad
mita o segui nte lema: 

Lema 4 

Se A ê definida , então Re tr(AH)~ tr A para t~ 

He'U. Se para H•H0 , Re tr (AH0 )= tr A, então 
H~ A= A. 

Retomando Re tr(VUH)-' Re tr(VUH0 )podemos ago-
ra concluir que (UH0 )*V•V, e analogamente 

,. ,. .. • • • * ··*"' (UH0 )*V•V. Como V•(UHo)*V•Ho U V=H0 F = H0 U V: 
=.(UH0 )*V=V a unic.idade estã demonstrada. 

Prova do Lema 4: Se A ã definida, Re tr(AB*)=Re tr(AB) 
e se He\.t, (H-l)(H-·1)*•1-H*l-H*. Assim, 
2 Re tr(A(H-1) )• -Re tr( (H-1 )*A(H'-1)). Como 
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(H-l)*A(H-1) e def1nida, co ncluimos que 

Pe tr(A(H-1) )~O, ou, equivalente Retr(AH),trA. 
A igualdade vale se e sõ se tr((H-1)* A(H-1))=0. 

~dm1t1ndo que para HcH0 a igualdade se verifi 

Que. temos que (H0 -1)* A(H-1 )v.v,o, para to

do v€'U'. Por hipótese, Aw.w)O para todo we'lf. 

Nesta desigualdade ponha w= o(Ho-l)v+A(H0 -1)v e~ 
,,lize a 1gualdade anterior para obter: 

O~ w .Aw=2aA(Ho-l )v .A(H0 -l )v-tA(H0 ·1 )v .AA(Ho-1 )v, par a 

todo Ct real. Então A(H 0 -1 )v"O para todo ve'\1', 

ou melhor, AHo A. Tomando nesta última igual

dade o adjunto em ambos os lados, temos a t~
se: H~A=A. 
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ADAPT AÇAO DO MODELO CLÁSSICO DE EKELUND 

AO CÁLCULO DA CARGA DE LAMINAÇAO A FRIO 
DE ALUMINIO COMERCIAL 
EDSON MONTEIRO 

OEPTO. ENGENHARIA MECANICA, PUC/RJ. RIO DE JANfiRO. 

SUM~RlO 

Ê plt opol>.ta, p.olt analogia com o modelo de Eke..lu.nd pa.lla. ol> a.ço.6, u..ma. Jr.ela.ção Vi.pedita. 

pa.lta o cát cu.lo da ca.~ga. nece~.6 ã.Jr.ia. à lam.i.na.ção plana i tempelta.tulta. a.mbiente de a.lu.ml 

n.i. o come.'lc.(at de compol>.i.çào qu.Zmüa co nhec..tda.. O empi.ltümo da. Jr.e.lação p!t.opo.&.ta. de 

co tJr.eu. de u :peltimentol> em comp!t.N4ão platta Jr.edu.ndando em pequ.ett~ a.da.ptaçÕ('4 na ex 
pll<?.~dã.o ctã.u~ca de E~eltutd, palt..tau.ta.Jr.me.nte na l>u.b-e.xplte.uiio qu.e. de.6-Wte a. lr..t.ll.i.4tin 

c<.a. mid.i.a ao e.l>coame.nto em cond.i.çoe.~ de. de.6o~tma.ção plana. Apa.Jr.entemente , ol> conte~ 

dol> d(' Mg, Si., e. Fe p'lel>entel> na. lAga. em teoAe4 individu.a.tmente l>u.pelt.iolle.l> a O,OB% i.,~ 

ó(ue.Hd.a.m l>ign.i.6.i.cat.ivame.nte. a. lte4ütência. ao el>coa.mento naqu.e.la.l> c.ond<.çõu, e poJr. 

e.xte.n~ão , a. ca~tga de laminação. 

SIMBOLOGIA 
R raio do cilindro l~minador (mm) 
h 1 espessura iniciaJ do material (mm) 
h 2 espessura final do material (mm) 
ll.h:ht-h ? 

A:~ 
s~\{Mi!R 
b largura média do material (mm) 
~ ingulo do arco de contato 
e ingulo correspondente a qualquer 

seção do trecho material compreend~ 

do enlre os arcos de contato defini 
dos pelos cili ndros laminadores. 

Q 

lNTRODU ÇAO 

trata-se de uma expressão inserida 
como fator na relação do critêrio 
de Sims, que envolve apenas aspec
tos geométricos do processo de lami 
nação. 

Os métodos teóricos empregados para deter 

minação da carga de laminação, desde Von Kar
man, passando por Smith e Tse11kov, atê Nada\ 
partem da equação diferencial de equilíbrio de 
um elemento in finitesimal vertical situado na 
porção do material compreendida entre os arcos 
de contato definidos pelos cilindros laminado 
res 11 I . 

Orowan, por sua vez, desenvolveu estudos 
teóricos a partir da investigações feitas por 
Prandtl sobre a compressao de amostras entre 
duas superficies rugosas, planas e paralelas. 

Sims, reunindo conclusões das duas origens, 
estabeleceu a relação {1), na qual se reserva 
ao fator k a representatividade do material a 
laminar. 

P:k.b.Q.A ( 1 ) 

O fator k, denominado resi stência 
deformação plana homogênea, ê 
relação (2). 

mêdia a 
pela def ini do 
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k )," kp.de ( 2) 
ll 

Nesta relação, kp ê a resistência ã deforma 
ção plana homogênea, que para materiais isotrõ 
picos pode ser calculada a partir da equação 
(3). 

kp =- 2 .kh 
.ff 

(3) 

sendo kh a resistência ã deformação homogênea 
do material isotrÕpico quando submetido a um 
estado de tensões uniaxial. 

Dos métodos empiricos, nos quais se perfl 
lam os de Gubkins e Tselikov, tem sido mais em 
pregado o estabelecido por Ekelund em suas ve; 
sões corrigidas e adaptadas por Hojiljanskij , 
Witkowitz e Tschishikov 121. Nestes mêtodos , 
ao contrãrio do teórico de Sims, o valor da re 
sistência ã deformação plana homogênea não pr~ 
vêm dos resultados de ensaios mecânicos a que 
o material a laminar seja submetido, mas, de 
expressões empíricas cujas variãveis são a tem 
peratura do processo e a composição química 
parei al do mate ri a 1. 

~ evidente a vantagem oferecida pelo mêtodo 
empirico sobre o mêtodo teórico, decorrente do 
fato de que aquele dispensa custos acessõrios 
de experimentação e coleta de dados de compor 
lamento mecânico. Alem disso, mesmo que na~ 
fossem significativos tais custos, os resulta 
dos dos ensaios poderiam vir a ter pouca ou n; 
nhuma significação, visto a característica fo; 
temente anisotrõpica dos materiais industriai; 
normalmente laminados , contraindicando o uso 
da relação (3). Trabalho anterior !31 jã consi 
derara exaustivamente sobre as limitações d~ 
uso desta última relação nos casos prãticos, 
não somente devido a anisotropia citada, como 
tambêm pelas inconveniências inerentes aos en 
saios uniaxiais quando se desejam obter valo 
res de tensões de escoamento em níveis de de 
formaçao elevados, isto e, compatíveis com as 
reduções de espessura desejadas na laminação a 
cc~da passe. 

Tais considerações não afastam, contudo , o 
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interesse de determinação expen mental do v a 
lor de kp. Certamente, como jã foi anteriorme; 
te afirmado 141, a prõpria laminação seria um 
veiculo capaz de defini r o kp de cada ma teria 1, 
não fossem as dificuldades que novos ensai os 
impoem as condições industriais pre-estabeleci 
das e o carãcter de conformação estacionãri~ 
JS I inerente ao processo. Assim, o caminho ex 
perimental mais tentador ao se pretender bus 
car kp de cada material, e simular em escala 
de laboratório o comportamento do mesmo diante 
de estados de tensão e temperatura similares 
aqueles do processo real . São vãrias as con 
tribuições neste sentido, e pelo menos desde 
1971 diversas simulações a partir do Ensaio 
Ford 161 têm permitido concluir sobre aquele 
parâmetro para alguns Aços lnoxidâveis J7J , li_ 
gas de Alumihio comercial 141, IBJ, Zinco e 
Magnésio JSJ, tbdas realizadas ã temperatura 
ambiente. 

Ocorre que, ainda que tais ensaios tenham 
atingido um estado de perfeito dominio oper~ 

cional que lhes garanta fidelidade de resulta 
dos, não hã como negar que os mesmos são trab~ 
lhosos, parecem exigir cuidados especiais na 
preparação dos corpos de prova I9 J , fatores 
que por si sõ se contrapoem as rotinas normais 
das áreas de processamento. Se, contudo, os 
materiais em geral se comportassem em deforma 
ção plana pouco sensíveis a pequenas 
ções da composição quimica peculiar 
pectivas familias, possivelmente uma 

modifica 
ãs res 
discreta 

amostragem ensaiada por compressão plana pudes 
se vír a revelar com se~urança aquele parãmi 
tro representativo aa familia. Porem, como jã 
previra a formulação empirica de Ekelund para 
os Aços, relação (q), corrigida por Mojiljan! 
k i .i • 

kp = (18-0,012.T0 C) (1 , 4+C1+Mn~+0,3Crt) (4) 

variações toleradas na composição quimica de 
um Aço classificado normativamente j lO I , são 
capazes de impor valores de .kP numa mesma famf 
lia, com diferenças próximas de 20%, conforme 
atesta a Tabela 1. 

• 
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Tabela 1 - Valores de kp pa ra os limites de C e Hn 
tolerados no Aço ABNT 1010, calculados 

confo rme Ekelund ( 4) para a temperatura 
de 30°C. 

Composição tolerada do Aço ABNT 101 o kp(kgf/mm 2 ) 

c = 0 ,08~ • Mn = 0,30% 31 ,40 

c • 0,13\ • Mn = 0,60% 37,57 

Este último fato , pelo meno s quanto aos 
aços, descarta a idéia de amostragem. Isto se 
tornou mais flagrante depois que Wi tkowitz co! 
provou, seg undo Tr i nks 121. que o erro cometi 
do pelo critério de Ekelund modificado era in 
ferior a ±5%, valor de menor amplitude que a 
diferença entre os valores de kp assinalados 
no exemplo da Tabela 1. 

A evidência da vantagem do emprego do meto 
do de Ekelund para os aços, decorrente das ra 
zões acima , sugeriu a busca de um possivel si 
milar comportamento no caso da laminação de li 
gas de ~luminio comercia l, em relação as quais 
jâ s e acumulara suficientes informações que 
permitissem com segurança a determinação expe 
rimental de kp através de simul~ções por E~ 

saio Ford. No presente trabalho, três difere~ 
tes ligas de aluminio comercial foram dosadas 
quimicamente, não apenas para sua identific~ 

ção, como também para que se tornasse possivel 
averiguar a influência da composição resulta~ 

te sobre o comportamento da liga em laminação. 
Tal influência se refletiria, caso existente e 
detetãvel, através de uma relação cujas variã 
veis fossem os teores de elementos quimicos 
presentes, e cujo valor numérico resultante 
fosse a resistência ã deformação plana homog~ 

nea, kp. A co nfirmação da validade de kp as 
sim determinado decorreria de sua obtenção ex 
perimental através ensaios de laboratório simu 
ladores da laminação. 

T(CNICA EXPERIMENTAL 
A Tabela 2 assinali a composição qulmi ca 

das ligas de aluminio comercial empregadas no 
experimento , que para cada l iga representa o 
valor médio entre vin te det ermi nações por ele 
mento. 

A fim de submeter as ligas a ensaios de com 
pressão plana, foram preparadas amostras com a 

"' geometria revelada pela Figura l, sendo suas 
superficies obtidas por torneamento. Todas as 
amostras das dife rentes ligas foram recozidas 
a 450°C durante 90 minutos. 

Os ensaios de compressão plana foram reali 
zados conforme têcnica jã empregada em traba 
lhos anteriore's 19 1, tendo sido utilizado te 
flon em fitas com espessura de O, lmm como re 

ferramenta-
diferentes 

curso lubrificante na interface 
amostra. A velocidade inicial dos 

-1 - I ensaios foi de 3,5x10 s , e a ferramenta em 
da Fig ura 2. pregada constitui a fotografia 

Tabela 2 Composição quimica das ligas experimentadas , 
percentagens em peso. 

Ligas Mg Si F e Mn Zn Al 

l 0,42 0,29 o. 18 0,007 0,004 99,09 

2 0,32 o. 15 0,09 0,003 0,002 99 ,4J 

3 0,21 0,32 0,09 0,004 0,003 99 , 37 



46 

Fig . 

Fi g. 2 

Amost ras pa r alelepipedais 
compressão plana. 

para 

Dispositi vo empregado nos ensaios 
de compressão plana. 

RESULTADOS E DISCUSS~O 

A Figura 3 mostra o resultado dos ensaios 
de compressão plana através as curvas ajust~ 

das pela equação (5) , a partir dos valores ex 
perimentais de o e &. 

o • oo +K. cn (5) 

~ sabido que aquela relação se ajusta bem 
aos re sultados imediatos do experimento 131, 
141, e no caso dos ensaios deste trabalho as 
equações de ajustagem redundaram em coeficien 
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tes de cor~elação de 991 , assumi ndo para cada 
liga os parâmetros constantes da Tabela 3, ate 
deformações verdadeiras na direção de compre! 
são da ordem de lOf. 

Tabela 3 - Equações de ajustagem tipo 
o•oo +k. cn para os ensaios 
de como ressão plana das 
ligas experimentais. 

Ligas Equação aj ustada 

1 o • 2,1 7+22 , 8.e0 •5680 

2 a • 1 , 45+16 ,4 .c0 • 5245 

3 a • 1,23+12,7. c0 • 5030 

h a Do resultado da s ajustagens decorre ter 
vido influência da composição química no com 

sensível portamento mecânico, evidência mais 
caso sejam diretamente confrontados 
de a para valores de c particulares 
3%), conforme a Tabela 4. 

os valores 

Tabela 4 - Valores de o em fun 
ção de c a partir 
das equações de 
ajustagem (kgf/mm 2 ) 

Ligas o(r•0 ,2 %) o(c=3%) 

1 2,91 5,28 

2 2,08 4,06 

3 1. 79 3,41 

(0 , 21 e 

Em trabalho bem amplo, Taghvaipour e Mellor 
181 obtiveram para alumínio comercial recozido 
um valor de o igual a 5,68 kgf/mm 2 para um 
&=31 , cêrca de 7f acjma do valo r da liga 1 des 
te expe r imento. ~ possível que os citados ex 
perimentadores tenham operado com amostras de 
superf1cie não torneada, isto podendo ter cau 
sado um resultado mais elevado para o , pelos 
mo ti vos expos tos em traba 1 h o recente 19 1. De 

qualquer forma não hâ naquele trabalho 181 c! 
tação a respeito da composição quimica da liga 
empregada, e pelo que demonstra a Figura 3 em 
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simultaneidade com os dados da Tabela 2, o CO! 
teúdo de Mg crescente tende a aumentar a resis 
tência ã deformação plana homogênea , podendo 
ser esta a causa do valor mais elevado de kr 
encontrado naquela referência. 

1 2 3 4 

Fig. 3 - Cu rvas ajustadas dos ensaios de com 
pressão plana. Cada número (1,2 e 3) 
corresponde ã liga de mesma ordem. 

Analisando a relação (4) de Ekelund para os 
aços, ê constatada sua dependência de um fator 
térmico, que no atual trabalho ficaria reduz! 

• do a um simples número 17,64 , caso fosse ad~ 

tado para temperatura ambienté um valor de 
30°C. A inconve ni ência desta adoção é irrele 
vante se forem comparados os números igualme! 
te obtidos para as temperaturas de 20°C e de 
40°C, bem supostamente consideradas como l imi 
tes da temperatura ambiente do presente exper! 
~ento. Para 20°C a diferença em relação a 
17,64 é inferior a .7% no fator (17 , 76),e igua! 
l'!lente para 40°C (17 , 52). Deste posicioname!!_ 
to, foram tentadas algumas relações para kp 
anãl ogas ao modelo de Ekelund , sendo substitui 
da a expressão de seu primeiro fator, por 17,64 
o que pressupõe kp ã temperatura ambiente. Os 
val ores de kp assim tentados devem correspo! 
er ao inicio do bscoamento, aqui suposto para 
:0.2% 131 . 

I Das relações tentadas, resultou mais adequ! 
a a que se segue 
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kp • 17,64 [o,3MgS+O,l(E~iSFeS)J {6) 

onde estão ausentes Mn e Zn, por sua baixissi 
ma participação na liga. 

Os valores kp obtidos a partir da relação 
proposta constam da Tabela 5, onde são reprodu 
zidos para fins de comparação , os a ajustados 
de cada liga para E•0,2S . 

Tabela 5 - Tensão limite 
condições de 
partir da 
Ckgf/mm 1 ). 

de escoamento em 
defor~ação plana, a 
relação proposta 

Ligas a da relação a ajustado Oi ferença ~ 

1 3,05 2,91 4,61 

2 2,12 2,08 1,91 

3 1. 83 1 • 79 2,21 

As diferenças encontradas parecem ser irre 
levantes quanto ã inco rreção induzida pela re 
lação proposta sobre o valor de kp. Entretant~ 

como a relação de Ekelund abrange outros empi 
rismos, convinha testar em ensaios de lamin! 
ção reais, ligas como as deste experimento, v! 
sando quantificar o erro que efetivamente se 
possa estar cometendo com a adoção da relação 
( 6) . 

CONCLUSOES 
Em sendo atestado apõs experimentos reais 

de laminação, que o erro cometido pela adoção 
do modelo bâsico de Ekelund com kp calcula do 
pela relação aqui proposta, ê desprezível , tor 
na-se possível prever a ca rga de laminação a 
temperatura ambiente de ligas de alumínio co 
mercial sem a reali zação acessõria de· ensaios 
de comportamento meoãnico. 

Nas ligas ensaiadas no presente experimento 
o Mg pareceu sens1bilizar mais intensamente o 
comportamento mecânico das mesmas, que os ele 
mentos Fe e Si. Dos resultados obtidos para a 
resistência ã deformação plana homogênea decor 
reu que o aumento do conteúdo de Mg, no caso 
da ordem de 1001 entre as ligas 3 e 1, prov~ 

cou um acréscimo superior a 50S nas tensões de 
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escoamento respectivas, tomadas para c=0,21 e 
t :3•. 
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LIVROS 

PERIODICOS 

RELA:rORIOS 

J.V. Beck & K.J. Arnold- "Parameter Estimation in Engineering and Science", Wiley-Interscience. 
(1977) 

Na simulação matemática de fenômenos físicos, alguns parâmetros (ou propriedades) dos sis 
temas devem ser determinados a priori . Para tanto, informações sobre o processo de determina
ção são necessárias para o planejamento e análise das experiências . 

Baseado no trabalho do Pro f. Beck, o livro apresenta m'todos para a determinação de para
metros, estimativas sobre a precisão destas determinações e dados para o desenvolvimento de m~ 
delos· matemáticos mais representativos. Os fundamentos estatísticos necessários são abordados 
em dois capítulos. 

Apesar do caráter geral do texto, os autores comentam com frequência dificuldades e carac 
terísticas dos problemas de transmissão de calor. 

No todo, o livro é Útil para todos os interessados na modelagem de fenômenos físicos. 
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EDITORIAL 

Durante o V Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica, realizadó em Dezembro passado na 
UNICAMP, foram selecionados pelos participantes al9uns dos trabalhos que despertaram maior in
teresse durante sua apresentação e que passam a ser publicados a partir deste número. O COSEM 
apresentou vãrias outras novidades, tendo deixado, de uma maneira geral, excelente 
tanto na sua parte técnica quanto na socia l . Ele reuniu 322 pessoas, 171 trabalhos 
cos e de pesquisa de um total de 213 autores. Estiveram presentes participantes de 

impressão, 
tecnolÕgi-

9 Esta dos 
do Brasil e pes~uisadores de 9 outros palses. Dos participantes, 100 eram estudantes de vários 
Estados, mostrando que a sensibilidade que esta classe tem aos problemas de desenvolvimento 
tecnológico e ci entifico ê frequentemente superior ã da Instituiçao em que estudam. A distri
buição de 4 prêmios ABCM para estudantes de graduação que tenham feito um bom trabalho de ini
ciaçao cient1fica veio coroar a participaçao maciça de estudantes. 

Os trabalhos apresentados foram publicados em 4 volumes e ainda podem ser solicitados a 
Secretaria da ABCM. Este conjunto de anais representa um retrato muito razoãvel ~o potencial 
de pesquisa e desenvolvimento na ãrea de Engenharia Me cânica no Brasil. Quando juntados aos a
nais anteriores, e les permitem uma análise evolutiva interessante, mostrando, de um lado, o d! 
sabrochar e por outro lado, a ~orte da pesquisa nas Instituiçoes brasileiras. Mo total houve 
um crescimento razoável nestes 10 anos de existência dos COSEM mas, paradoxalmente, o estágio 
conti nua embrionário. Os grupos de trabalho têm normalmente condições de sobrevivência apenas 
a curto prazo, tornando diffceis extrapolaçoes e previsoes. 

Com o intuito de analisar os problemas de financiamento ã pesquisa em Engenharia Mecânica 
foi realizada uma reunião ã qual foram convidados muitas das Instituiçoes que suportam ou com
pram pesqu i sa no Brasil. O documento final seri apresentado em futuro boletim da AB CM. Na rea-
l 1dade , os problemas da classe são sobejamente conhecidos, veja-se o documento Avaliaçao e 
Perspecti va do CNPq e o Plano Nacional de Põs- Gradu açao, do cumento base para discussao, da 
CAPES. Se nada se fazê porque nada se deseja f aze r. Quando decidirem liberar recursos para 
adqui r i r o remédio, nao vao encontrar nem mais o doente. 

) " y- .. · (. 
fausto Rodrigues FQ 

V COBEM 

Hans Ingo Weber 
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ESTUDO DA INFLUÊNCIA DE PARÂMETROS 
DO CHICOTEAMENTO DE TUBULAÇÕES 

JOÃO N. C. GUERREIRO 

ABIMAEL f . O. LOULA 

AUGUSTO C. N. R. GALEÃO 

LAB. DE CALCULO, CBPF, CNPq, RIO DE JANEIRO, RJ. 

S Uf>'\~R lO 

() p'tubCcllltl dt• ci!Ht•t('ttii i!II (O em tubu(aç.VC.6 de atta elll''tgta (pipv-wltip) ê e4tudado, a.d

mctindt•-~1! 11111 r(lmpc•~taml!nto ('(at.to-pfá.-6tico pa.'l.a c· ~ratt''tÚH du tubo, ~ levando--6e em 

r 1, 11 ta o t•5t•ift• da P'H!6~av urtcJtrHl. AI:. ~te4t't~~~·('~ 4au 4<1!1Ufada.\ como mola~:. b.it.ineatte4 

"amo'ltl!ct•rlct'tt>6 v{~ro6!14. Um pttt•g•uuna. ge'!tH' , b<1~1.'ado JHI método do~; (>!emf!nto~:. 6út.i.to4, 

~ui dc4\'11Vt•ft•cdu pa~a ,111áfue d" -~"urmttnc. A ut6luênc.ia do6 pa-tâm(>tito4: "gap", coe6~ 
ctl'lff(' dr: <~mt•~tl'r.imt'nt~·. ·.i.!li.de-;, pt•.\.{Ctonamcllttr da -tl!4t~ içao e p!!.U6ão .<ntt'!na do 

tubt•, é <'~(ud.trl•t. 

lNTRODUÇAo 
Critérios de normdS, relativos ã anãl1se e~ 

trulural de tubulaçoes nucleares (1] ,[21, ad
mitem a possibilidade de rutura brusca em tub~ 

l<1çoes de alta energia, e exigem a anãlise da 
segurança da planta em presença deste tipo de 
actdente. A locelizaçao dos p!ntos provâveis 
de rutura ê feita segundo crtterios espec1fi -
cos, geralmenle baseados em niveis de tensão, 
fadiga, imperfeiçoes e pontos criticos da li
nha, tais como , conexoes, joelhos e pontos ter
minais. Portanto, os pontos provãveis de rutu 
ra sõ podem ser localizados após uma anâlise 
gl obal da tubulaçao [3]. l4J, e umil análise 
local de concentraçao de tensoes em 
ct1llcac;. 

regioes 

Com a rutura e o conseq~ente escapamento do 
fluido, sur·ge a torça •·esponsãvel pelo chicot~ 
amento da tubulaçao rompida ("pipe-whtpH); tor 
na-se, entao, necessãrio controlar os movimen
tos da mesma de modo a ev1tar maiores danos. 

A análise estrutural do "pipe-whip" consis
te justamen te n~ vtrificaçao da eficiência dos 
di spos1Livos (tL~trl~ocs) proje tados com o ob-

jetivo de limitar o chicoteamento do tubo rom 
pido. Geralmente esta anãlise e restrita a 
um pequenb trecho da tubulaça~ vizinho i rutu
r a ( anã 1 i se 1 o cal ) ( 5 J • r 6 J • [ 7] • entre tanto • 
em certos casos, pode ser necessãrio a consid! 
raçao de situações mais gerais. 

O presente trabalho tem como objetivo prin
cipal a análise da inf luê ncia de é!lg uns parâ
metros relevantes do "p1pe-whip", tais como 
pressao interna do tubo , rigidez, amortecimen
to e posicionamento das restriçoes. Nas se
çoes seguintes apresenta-se o problema na for
ma variacfonal do princlpio dos trabalhos vir
tuais e obtem-se soluçoes numéricas usando o 
algoritmo de Newmark [15], para discretizaçao 
no tempo e o método dos elementos finitos para 
dtscreti1açao espacial. Os resultados apresen 
tados foram obtidos utilizando um programa au
tomâtito desenvolvido especificamente para es
te ftm(J],[8],[9]. 

tlODELO MECANICO DO "PJPE-WH!P" 

Na análise estrutural deste problema, deve m 



2. 

ser considerados os seguinte~ aspectos: 
- localização dos pontos prqvãveis de rutu-

ra ~ 
- tipos de rutura; 
- solicitaçao dinâmica {força de ch i cotea-

men to); 
- restrições contra "pipP-whip"; 

modelo mecânico para o tubo. 
Uma vez realizada a anãlise elâstica global 

da tubulaçao e determinadas as tensoes atu 
antes sobre a mesma, um passo seguinte no 
projeto de tubulaçoes nucleares é postularpo~ 
tos provãve is de rutura. Para isto as normas 
L 1 I e l 2 I adotam basicamente dois tipos 
de critérios: 

d) critirios objetivos baseados em níveis 
de tensões admissíveis e cic l os de carga e 
descarga a que a tubulaçao estarã sujeita du
rante a sua vida Ülil. 

b) critérios que utilizam uma "base razoã -
vel" r2J para localização de pontos provã 
veis de rutura. Estes crité r ios sao a~licã 
ve1s quando, pelos critérios anteriores, ob -
tim-se menos de dois pontos provãveis de rut~ 

ra por ramal da tubulação, ou quando se consi 
dera que as restrições impostas pelas ruturas 
previstas no item (a) nao são suficientes pa
ra produzirem adequada proteção contra o "pi
pe-whip". 

As r uturas podem ser longitudinais (parale
l as ao eixo do tubo) e circunferenciais (per
pend icula res ao eixo do tubo). Admite- se que 
ru turas c i rcunferenciais podem ocorrer em tu-
bulaç5es cujo diimetro i maior que 1". Dada 
ã ausência de costuras em tubulações de até 
4" de diâmetro. admite-se que a probabilidade 
de rutura longitudinal destas tubulaçoes e 
muito pequena e portanto nao e considerada. 

A força de chicoteamento rblowdown force"), 
originada pelo escapamento do fluido através 
da rutura. ê determinada em função da geome
tria da rutura e das condiçoes termo-hidrãul! 
cas do fluxo. Na anilise estrutural do"pipe
whip" admite-se que esta força ê um dado do 
problema . 

Conforme ressaltado anteriormente , as res -
triçoes visam limitar os mov imentos do tubo 
rompido, de modo a evitar que este atinja e~ 

RevBrCMec V.2 Abr 80 

pamentos vitai s ã segurança. Durante o funci 
onamento normal da planta, existe uma folga 
{"gap") entre a tubulação e as restrições pa
ra permitir movimentos de origem térmica e 

não afetar o i solamento térmico da linha,(Fig. 
1). Apõs a rutura dâ-se o choque do tubo co n 
tra a restrição; neste momento espera-se que 
a restrição absorva o mãximo de energia ciné
tica do tubo de sorte a pari-lo antes de ati~ 
gir outros equipamentos. Tanto o tubo quanto 
a restrição devem experimentar deformaçoes 
plásticas significativas. tendo em vista a ne 
cessidade de dissipar a energia liberada pela 
rutura brusca da tubulação. Para maiores de
ta l hes ver referências [ 5) , L 7 J , [13). 

Fig. 1 - Restriçao em forma de U. 

Diferentes modelos têm sido propostos para 
a aniltse estrutural do "pipe-whip". Em or -
dem crescente de complexidade citam-se os se
guintes: 

-modelo massa-mola r 7) , 
-modelo cinemãtico [11]. 
-modelo clãssico de Viga[3),(8J, [gj, 
- modelo de estado plano de tensões L 7 I, 
- modelo de membrana cilind ri ca jl4l. 
A dec isão quanto ã utilização de um destes 

modelos irã depender do grau de precisão exi
gido na anãl ise do problema. ( claro que mo
delos bidirneosionais (estado plano de tensoes 
ou membrana cilindrica), determinam de modo 
mais preci s o a energia dissipada por plastifl 
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cação do tubo do que o modelo clássico de vi -
ga, que por sua vez é mais preciso do que os 
modelos cinemãtico e massa-mola. Entretanto , 
do ponto de vista prático, uma análi se bidime~ 
s1onal apresenta o sério inconveniente de ser 
computacionalmente demoradd e portanto antiec_2 
nõmica. 

Estudos comparativos, realizados anterior
mente (8], (12j, demonstraram uma boa concor
dãncia entre soluçoes obtidas com o modelo de 
estado plano de tensões apresentado por Ma -Ba
the (7 J e o modelo clãssico de vigas desenvoj 
vido nas referências (3j e [8 ]. Portan~o 

de"tro dos limites de precisao exigidos numa! 
nâlhe de "pipe-whip",o tubo pode ser adequad~ 
mente simulado como uma viga. 

No presente estudo o tubo serã mode lado co
mo uma viga de comportamento elasto- pliistico 
bilinear, as restrições contra "pipe-whip" são 
compostas de molas de comportamento também ~ 

lasto-pl ãstico bilinear, e amortecedores visc_2 
sos, a força de chicoteamento, sempre conside
rada como um dado, é uma função seccionalmente 
linear com o tempo. Considera-se ainda a in
fluência da pressão interna na plastifi caçaodo 
tubo . 

EQUAÇOES DO PROBLEMA 
Desprezando a deformação por co rtante e a 

inércia de rotação, a equaçao do movimento, na 
forma do principio dos trabalhó~ virtuais, pa
ra uma viga de comprimento L; seção transver -
sal A e massa especifica p , sujeita a N restrj 
çoes compos tas de molas elasto-plãsticas e a
mortecedores viscosos,é 

L 

I 11 Ai.iwdx + 

<I 

+ 

( 1 ) 

nde w(x,t) i o campo de deslocamentos trans
ersais da viga, ~(x) representa o campo de 

ijeslocamentos virtuais e w (t) i o deslocamenr 
lo transversal no ponto onde atua a restrição 

cr, Fr e Gr são, respectivamente, o coefi
len te de amortecimento, a força ha mola e a 
olga {"gap") da restrição r. ~ é o trabalho 
1rtual da forçd de chicoteamento. o x= ox(x ,z.~) 

e a tensão longitudina l. e t.x é a deformação 
longitudinal do tubo dada por: 

( 2) 

sendo x e z ordenadas segundo as direções lon 
gitudinal e transversal respectivamente. 1 0 , 

deformação média, e devida unicamente i consJ 
deraçio da influencia da pressão interna, e 
e determinada através de equil)brio estático 
na direção longitudinal. A pressão interna 
desloca a linha neutra e provoca assimetriana 
plastificação da seção t ransversal da viga. 

Tendo em vista a folga Gr e o comporta 
mento elasto-plãstico da mola da restrição, o 
grãfico de Fr com wr é do tipo mostrado na f~ 
gura 2. Deve-se notar que devido a plastifi
cação da restrição, o "gap" Gr i variivel em 
função da deformação plástica. O limite elâ~ 
tico Fr ê também funçao da deformação plisti-e 
ca, quando a mola apresenta endurecimento 
(strain-hardening). 

F 

F' • 

w 

Fig. 2 - Curva força-deslocamento das restri

~ 

A função H(s) e definida da 
maneira, 

{ 
O par a s ., O 

H(s) = 1 paras ~ O 

seguinte 

( 3) 

Desprezando a tensão cisa lhante e con
siderando a t ensao circunferencial ~ gerada 
por uma pressão interna p, o critério de pla~ 

tifitaçao de von Mises, neste caso, fica redu 
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li do a , 

onde 

F " (o - o ) 2 + o o - ,, ., 
X 0 X 11 S 

pR 
(I o - li I 

() . ( 4) 

( 5) 

R i o raio e h a espessu r a do tubo. 
Pa ra a lei de fluência associativa , a rel~ 

çao constltut1va elasto-plâstica ~orresponde~ 
te é 

com, 

ou 

sendo, 

'"' { 

( 6) 

F<O, (regime elãstico), ou 

F=O e (2ox- ou )<l<lx <O (descar
regamen to elástico) (7) 

E=E , para F=O e (2ox-oo)<b ~O (8) 
p X '-

( 9) 

Ee e Ey sao respectivamente o módulo de Young 
do trecho elãstico e o módulo tangente, e o

5 
i a tensao de escoamento correspondente a um 
ensaio uniaxlal. No caso de plasticidade pe! 
feita u5 é co nsta nte; para materiais com end~ 
rec lmento, o5 ê funçao da deformaçao plistica 
EP. Neste estudo co nsideram-se materia is e -
la sto-plãsticos bilineares , cujo d i agrama te~ 

sao e deformaçao é do tipo mostrado na figura 
3. 

Tendo em vista a nao linearidade do prob l! 
ma proposto, tanto na equaçao constitutiva e
las t u-plâstica quanto no tipo de restriçoes 
consideradas, propoe-se um esquema de so lução 
in ~ remental e I t e r ativo , no qual o problema 
original é s ub stitu ído por uma seqüência de 
problemas l ineares. 

Para se obte r a forma incre~ental do PTV 
entre duas configuraçoes prõxiJRas n e n+l, de 
finem-se, 
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w(n+ l ) w ( n) + flw , 

0 x(n+l) = 0 x(n) + flo x' (lOa,b) 

e considera-se a expressao do PTV relativo ã 
conf i guraçao n+ 1, r pQ( O+ l)Wdx + r [o X (O+ 1 ) '"'xl' XdAdx + 
H o o H 
"" cr· A "" r A (1 1 ) r ~ lH (n+l) wr~n+l )w-r\ ~/ (n+l) wr=~n+l) 

Fi , . 3 - Curva tensao-deformaçao do tubo 

Visa ndo a l i near ização do problema incre -
mental , admitem-se as seguintes aproximaçoes: 

H (n+l) 

(12a ,c) 

onde , 
K r(n) ... o para wr(n) ( Gr, ( 1 3) 

.. Kr r r ( n) < 
r r ou 

Kr(n) para s 
e r r ( n) ~ rr e ül ~~ • o ( 1 4 ) s r r 

r • Kr para Fr(n) · F~ e wrh, r ~o, ( 15) K ( n) p 

introduzindo as ap roximaçoes (12a-c) na equa
çao (11) obtem-se, entao, a expressao linear,! 
zada do principio dos trabalhos virtuais in -
cremental , 
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que seri usada para determinaçao de soluçoes1 
proximadas do prob lema do pipe-whip. A solu
cáo de (16) fornece uma primeira aproximação 
dos increme ntos de deslocamentos en t re as con 
figuraçoes n e ntl; aproximações de ordem su
perior podem ser obtidas fa zendo-se iterações 
de equi líb rio dentro de cada i ncremento. De-
fine-se, então, o seguinte esquema iterativo, 

( k + 1 ~ 1
'
1

( n+ 1 
" w( k) 

( n+ l ) 
+ llw(k ) . 

( k + 1 ) = o (k) + Au (k) (17a,b) 0 x(n+l) X ( n+ 1 ) X 

que conduz ã equação de i te ração, 

J
L .. (kt l) "' f LJ ( k ) {k ) "' pAoo (n+ 1)wdx + E( nil)liEx ExdAd x + 
o o A 

• ~ (k) r ( (k+ l )"' ~ r(k) (k) "' _~ _ 
r~ l H( n~l)C ur(n+l )wr\~/(n+l )l\wr wr-W(n +l) 

f
lf (k) "' N r(k) ... 

- ox( n+l)cxdAdx- ~•f(n +l )wr ,(l8) 
A r-1 o • 

,,nde, k=O, 1, 2 ... representa a ordem da ite
ra çan qu e es lii se realizando. Para k=O, faz-

r. ' 

(o ) 
••• ( n + 1 ) = 111 ( n ) 

( Q ) 

ux( n+ l) = 0 x(n) ( 19 a .b) 

OLUÇAO NUM( R I CA 
Por simp l ici dade ap res enta-sa apenas o a1-

oriLmo correspondente ao esquema incremental 
imples (sem iteraçao ), re lat ivo ã elJUaçao 
16) . 

Para so luçao deste problema utilizou- se o 
1étodo dos element.os finitos na discretizaçao 
spacial da equaçao (16); o elemento utili~a 

o foi o elemento clissico de viga, com dois 

5 

nós e dois graus de liberdade por nõ (função 
de interpolaçao cúbica de Hermite). Apõs a 
discretização obtem-se o seguinte si s tema de 
equaçoes diferencia i s ordinarias no tempo , 

onde~ ê a matriz de massa global, constante, 
~ (n) é a matriz de amortecimento no instante 
n, esta matriz é devida ao amo r tecimento das 
restriçoes, e pode também representar o amor
tecime nto estrutural do tub ~. considerado co
mo sendo combinação linear das matri zes de 
massa e de rigidez elãstica. ~(n) é a matriz 
de rigidez tangente ã configuração n. o (n+l) 
e Õ(n+l) sao os ve t ores de acelerações e vel~ 
cidades nodais na configuração n+l. AO e o 
vetor de incrementos de de s locamentos nodais. 
entre as con figura ções n e n+l. O vetor de 

açoes ~(n+l) ê obtido de w(n+l) e ~( n ) e obti 
do da discretizaçao dos demai s termos do se -
gundo membro de (16) . 

Soluçoes numéricas de (20), num intervalo 
de tempo limitado (O,T], são cal culadas usan 
do o algo r i tmo implícito de Newmark. Ad oto u
se sempre os valores Y=l/2 e 6=1/4 , que forn~ 

cem estabilidade incondici onal [15]. Neste c! 
so as velocidades e acelerações no ins tan te 
n+l sio aproximadas por: 

4 4 • .. 
D( n+l) = K{Y AQ- 6t O(n ) - O(n) (2la,b) 

Substituindo (21a ,b ) em(2Q, obtem-se o sis 
tem~ de equações algébricas lineares, 

F -P + -(n+l) . (n) 

cuj a solução fornece os i ncrementos de deslo
camentos entre dois instantes prõxi mos l (n) e 
L(n+l ) -= t(n) + l\t. As velocidades e acel er_! 
~toe~ no instante t(n+l) sao calculadas at t•a
vês das eq uações (21 a ,b). 
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EXEMPLOS NUM(RICOS 
Os resultados apresentados a seguir visam 

a anâlise da influência de parâmetros do pip! 
whip e o estudo úe um exemplo geral que ilus
tra a versatilidade do progra~a desenvolvido. 

Estudo da influência de parâmetros . 
Analisou-se o problema apresentado na fi

gura 4, variando-se a pressao interna e o co~ 
primento do tubo, o posicionamento das rest r! 
çoes e os patametros relativos ã ~o l a e ao a
mortecedor. Nesta analise foram uti l izados 
sei• elemento~ igudiS, na discretizaç ao d e ~ 

lcmenlos fi nitos , exceto no rsludo relat ivo 
ao posicionamenta da r estrtçao, onde s ao ut i 
lizados sete elementos. Em Lodos os casos. o 
tntervalo de tempo ele inlegraçao utl1izado 
foi ~ x I0- 5s. 

PIO~ 

li:'"""' 
c. ( 

K. • J2 J91fix> lb/on 

I [ G • JCJ '" ~,L F,·98'199tllb 

G w 

lig. 4- Caracterist1cas do exemplo analisado 

a) - Jn flui ncia do gap e do amot t eci men t o da 
r eslrtçao. 

Na figura 5 estao apresentadas histórias 
no Lempo do deslocamento transversal da extre 
midade I iv rc do tubo, onde estã aplicada a 
força de chtco teamento e posicionada a restr! 
çao, correS JIOndentes a foluas {"gap•) de 1.5 

e 3.0 polegadas, e para diferentes coeficien
tes de amor·ter im~nto da restriçao; O coeçici
ente usado como referincia ~ ~ · 380.27 lbf.sfi~ 

Observa-se que a reduçao do "gap• implica em 
reduçao du deslocamento mãxlmo do tubo, e do 
tem!JO de parada. Efeito semelhante e verifi
cado com o cresc1mento do tOef1ciente de amor 
tec11nenlo. A força do amortecedor surge de 
forma brusca, uma vez que no instante do cho
que o tubo possui grande velocidade. Ent~e-
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tanto, a açao isolada do amortecedor , sem a 
mola, nao e capaz de parar o tubo porque qua~ 
do a velocidade tende a zero. a reação no a 
mortecedor tamb~m tende a zero, ficando a for 
ça de chicoteamento para ser equilibrada ape
nas pelo tubo. 

60 

~ 5.0 -w 

"' o i 4.0 
w .:: 
"' w 
o 3.0 

"' ~ -c: 
~ 2.0 

8 
-.; 
~ 10 

-- QOp : 3 M 

·-- • QOp : 1.5" C=O 

C=C 

·' 

60 

,' 

---- C=3C 
·---- C=5C 

----C=IOC 

-------- C=O ,--
;:'--- - --------- C= 3C , 

-------~

~ I • I • I I ! G 

FLçll& c.,Ú_KeJ<p=O. 
w w 

120 180 240 
t / 5 xl65s 

fig. 5- lnfluênS!_a do "gap" e do amortecimen 
to da restnçao 

b) - Influência da rigidez da restrição. 
Resultados referentes a diferentes valo res 

de rigidez el ;stica e do coeficie nte de amor
tecitnento da mo l a da restriçao, sâo a p re se nt~ 

do~ nas figuras 6 a 7. Oa análise dos resu l 
tddos apresentados na figura 6, conclui - se que 
aumentando o coeficiente de endurecimento da 
restriçao , d1m1nut o deslocamento mãximo do 
Lubo. Por~m. o sistema passa a oscilar em 
torno de u111<t posiçao f1nal, como conseqüência 
de menores deformaç~es plist1cas da mola e 
por tanto , de reduçao da sua capacidade de di~ 

s1paçao de energia. Maior r1 gide z elãstica 
da mola, figura 7, implica era menores desloc! 
mentos mãx1mos e Menores tempos de parada, no 
enta nto, c.omo serã visto na tabela I, aument_! 
rao as defor·rnaçoes relativas do tubo que pas
sa a absorv tor uma ma i o r pot·tentagem de ener
gia. 
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g. 7- In fl uência da _!'"igid!Z elá st ica da 
res_!!i çao 

- Variaçao da posi ção da restriçao e do 
comp r1 mento do tubo. 

Na figura 8, procura-se evidencier a impor 
ti a que te~ a previsao dos pontos de rut~ 

e o adequado posicionamentQ das restri çoes . 

7 

Para tanto, apresenta-se o estado do tubo(de~ 

locamen tos e velocidades), para diferentes p~ 
sicionamentos da res trição , no i nstan te em 
que se anula a velocidade do ponto onde ela 
estã co locada. Nota-se que ã medid a em que 
cresce a distância entre o ponto de aplica
ção da forçq e o ponto onde se encontra a re~ 

t rição, aumentam os deslocamenots do tubo, o 
que acarretará numa redução da efic1encia da 
restriçao. 

Foram anali sados, ainda, tubos com as mes
mas características daquele da figura 4, po
rém com diferentes comp r imentos. As restri
ções sao idênticas ãs anteriores,com Kp=0.1Ke 
e C=O. Neste estudo , fig. 9, observa-se um 
desl ocamento das regiões plastificadas do tu
bo, em direç ão ao apoio, ã med ida em que de -
cresce o seu comp rimento . Para os três casos 
anal isados , c s des locamentos mixi mos , tempos 
de parada e as reações mãximas da mola, são 
prat icamente iguais, e que signi fi ca que 
três tubos absorveram prati camente a 
quan tidade de energia. 

os 
mesma 

~ ig. 

Fi 9. 9 

2n60 4 I,.• O.Oill.s 

6 21<,1 
8 =t=l 1200 

~~ 

deskX:amentos I In I velocldade5 I tn/s I 

Deslocamentos e velocjdades do tubo, parj~!! 
rentes posicionamentos da restrição. 
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21.0 tn 

=:I --100 11, 
d!slOCIIJ'TlffliOS I tn I 

- Reqines Êe plastificaçâo e deformadas para t_t;_ 
~de diferentes comprimentos. 
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d) - Influincia da pressio internd 
Na figura lO procura-se mostrar a inf luên

cia da consideraçao da pre·ssao interna, sobre 
os deslocamentos do lubo. A tensao Li r cunfe
rencial geradapela pressao interna , torna assl_ 
métrico o crttério de plasti cidade , r eduzind o 
a rigidez da s eçao e a s ua capacidade de ab
sorção de energ la. O surgimento de regiões 
plãsli cas com me n<,res tensoes l ongitudinai s , 
impli ca em maiore• des locamen tos do tubo con
fo rme mostrado na figura 10. A m~ior influêB_ 
cia da distrib uiçao trapezoidal de pressão,d! 
ve- se ao fato de que no exemplo analisado, a 
regiao centra l do tubo, é aquela que apresen
ta maior grau de plastificaçao. 

80 
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70 

• ., 
6.0 o 
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E • 5.0 .. ->( 

• 
o 4 0 2000pel 

"' 
~ 
c 3.0 • E 
o 
u 20 o 
õõ • "' lO 

-- sem PfUS~ 

60 120 180 240 

1/5 x IÕ~s 

I HJ. l u - Influên cia da pressáo i nte rna 

Para alguns dos cas os anter1orme nle estuda 
dos, mantendo-se fixas as características do 
Lubo e a fo rça de Lhi coleamento, e varia ndo -
se a rigidez da UlUla, o amor tecimento, o gap 
e d pressao 1nterna, foram calculadas as por
centagens de ene t qia absorvidas p.!1a mola(E~1 ) 
e pelo amortecedor (EA) da restri çao , e as 
porcentagens de energia de deformação (E 0 ) e 
c.1ne l ica ( Ec ) do t ub o, no instante de parada 
do ponto de aplicaçao da força. Na primeira 
I inha da tabela I, estao apresentados os re-
soltados re ferentes ao caso em que G - 3", 

RevBrCMe c V.2 Abr 80 

Ke=32391666 lbf/in, Kp=O, C=O e sem pressao Ln 
terna . Os resultados das linhas segui ntes,f~ 

ram obtidos ut i lizando-s e estes mesmos dados , 
com a modific ação indic ada na co luna l da li 
nha correspondente. 

Na s f iguras 11 e 12, sao apresentadas as 
histõrias no tempo, do balanço de energia pa
ra duas das s!tuaçoes apresentadas na tabela 
1. Nestes grifi cos, fica evidenciado o func! 
onamen to adequ ado da res tt'i ÇêiO, notando-se uma 
queda brus ca na energia cinética do tubo, a 
partir do instante em que este encontra a res 
trição. 

TABE LA I - Balanço de energí~ 

D A o o s 

C1:3" , Ke,Kp=O. 
C=O; p:O 

2Ke 

Kp_ " O,lKe 

c :: c 
c 1: 1 o -r 

G = 1. 5" 

p ~ o. ~ 
p ; o. r--_ 

%E 

100 

50 

60 

., RESTRIÇJ\0 " 
EM EA 

65,0 0,0 

45. l 0,0 

45,7 0,0 

53,8 9,4 

19 . 3 29 , 7 

64,1 0,0 

86,0 0 ,0 

69,8 0,0 

~ 

E o 

23,0 

43,0 

4 5.1 

24 ,6 

38,5 

21 • 7 

12,6 

23,3 

TUBO 

E c 

12 . o 

11 • 9 

12,2 

12.2 

12,5 

14.2 

1 '4 

6,9 

G:3" 

Ke 
Kp=O. 

C=O_ 

p=O. 

100 140 180 220 260 300 
t /51110~ 

:· 

Fig . 11-0istribuiçao da energia do s1stema , em di feren-
tes instantes. 
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C =IOC 

p =0. 
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t/5 x 1Õ~• 

r1g . 12 - ~tribu1ça o da en_e_r~g~l_a __ d~o ___ s_i_s_t_e_m_a, 
em diferentes instantes 

_!"xemplo_2!!~· 

O exemplo apresentado a seguir , tem como 
finalidade ilustrar algumas caracteristicasdo 
programa desenvolvido. Procurou-se simu lar 
um trecho de tubulaçao da qual tPria havido 
uma ruturd longitudinal. O trecho considera
do tem 16m de comprimento e foi dividido em 8 
Plemenlos com 2m cada, como mostrado na figu
ra l.L O e lemento 6 é rigido e 11re t ende sim_!! 
l ar uma valvula. No nó 9, foram introduzidos 
apo1os elisticos com constantes iguais a 
37 ti/em e 1100 tf.cm/rd, e que'têm por fina
l Idade ~imular a açao do restante da t ubula-
ao , soh r·e o trecho a ser anal1sado. A histõ 

ria da força de chicoteamento (ern tf) está 
lotada na figura 13. As restriçoes contra 
ipe-whip, tim gap ~ 7,5cm, Ke·80tf/cm 

Kp - IH f /cm, C • 1 tf.s/cm c fe = 200 tf. O 
tu bo anali sado tem diâmetro igual a 60cm e es 
essura de 3cnr. Adn.i ti u- se para o ma t erial do 

tubo um tompo rtamento elaslo-plãstico biline
r com f é'. l xi03tf/cm2 , E1, .. o,5t.T 11.2tf/ cm2 

• -9 2 s 4 massa CSJH•clfica p=hlO tf.s /em (para a 
ãlvula. admiti u-se uma massa t>spedl i .. <l cin-
o veas maior). 

Na figura 13 estao plotadas as histõriasno 
empo dos deslocamentos do nó 6 (onde esti a 
licada a força) e do nó 5 onde se encontra 
ma das restriçóes. O comportamen t o observa
o ê semelhante ao que foi visto no exemplo 

9 

ante ri o r com exceção de que aqui , os des 1 oca 
mentos destes pontos na o se mantem estacioni
rios o que se deve principalmente ao fato de 

ter sido reduzido o grau de plasli f icação do 
tubo, restando portanto uma parcela signific! 
t i va de energia elásti ca. Na figura 14, são 
apresentadas as histórias no tempo do balanço 
de energia que tamb~m apresentam comportamen
t o seme lhante ao observado anter1ormente . A 

variaçao da energia do tubo (E 0) , co nfirma o 
que fo1 dito sobre os dcslo camen t o3 . 

24.0 

21.0 

Ê 18.0 
2 
til 

·~o o -c • 350 e 12.0 o 
1 
til 

9.0 1213.6 I(JLI) • 
"' 

6 .0 I" 
f I I 1 i 'st~' e ,... 
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fig. 13 - História dos deslocamentos dos pon
tos 5 e 6. 
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Fig. 14 - Distribuição da energia do sistema. 
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CONCLUSOES 

a) A localização dos provâveis pontos de r~ 

tu1·a e o adequado p~sicionamento das restri
çoes ê fator Importante na 1 imitação dos movi
mentos do tubo. 

b) Aumentando-se a rigidez da mola da res -
triçao, diminuem os deslocamentos do tubo , mas 
por outro lado de1 resce a porcentagem de ener
gia total, ab~or·vida vela mola. 

c ) A consideraçao do amortecimjnto da res -
lriçao reduz ~ensivelmente os deslocamentos do 
lubo, entretanto, a açao isolada do amortece -
dor nao e CiiPdl de parar O movimento do tubo 1 

uma vez 9ue a força de amortecimen~o ê propor
lional ã velocidade. 

d) A conside1· açao das tensoes circunferenci 
ais geradas pela pressão interna reduz a capa
cidade de absorçao de energia do tubo por pla! 
li fi caçao . 
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UM MODELO ELASTO-PLASTICO DE 
CHICOTEAMENTO DE TUBULAÇÃO 

JOSÉ EUOES LEITE OE ANDRADE 

~RGIO V. GUERREIRO RfBEIRO 

ANTÔNIO CARLOS 0E O. BARROSO 

OEPTO. DE REATORES, CNEN, RIO DE JANEIRO, RJ. 

SUf.fl(R tn 
Nu te tJtaballro t4t.urla-ae o p11.ob.teJ11a do c.lt.ic.ottallle.n.tc de. tubulação, anal.üando- .u o 
tubo df ac.oJrdo rom o .ftoJti.a c.tãui.ea der v.l!la4, adm.i.:t.lndo-H. um c.ompo11.tame.n.tc e.ltt6.t:o
-re íi~JU..c. o b-i.t.inuJt palla o ma.tM.ia.t do .tubo . Ali Jtul.t.Lçõu 1.ào ~>.iJ!Iu.lnda-6 eomo motu 
dv compoJt.tamento etn6.to-plã6-t.ico b.il.i.rteM , havudo a.i.nda. a poH.i.b.i.l..l.dade dt amollte.ci: 
mttltD vi6 c.o1.o . O mêtodo implementado :t11a.ta de.6oJtmttçõu pl.áJ..t.ic.a.6 upee.Z6.i.c.a.6 como u 

c.itaçÕt6 ('nnç aa ou momtn.to~>l equ.i.vate.ntea, Ae.duz.i.ndo a anãt.i~>e. de. uma t6tllutu11.a e.
tn.H:o -plii6t .icn à de uma utJtutultn etãat.i.ca .i.dênt.i.c.a, com um c.cnjunto a.di.ei.ona.t de. ex 

c.(tn çõet. ar f.ic: ada t.. Auúr, a ma.tl! .ü de. Jti !l .i.du do t.ütema e oa au.tove.toJtU não va

'iam com o l empo , pellmitlndo que tt lf.t6po6ttt do ai~>lema aeja computada, u1.ando c.oe.6i.
C4~ Hte.a de .in 6lu ~n c.ia dinam.icca , ob.tidoa da • olutio etãa:tic.a. 

f 'IT R'l DUÇIIO 

Ve r if icando as posslvei s conse~uências de 
um acidente com liberação de radioatividade, 
a indGst ria nuclear e os ijr9io~ responsivei~ 
t~~ cr iado renulamentos esretlficos, de mod~ 

~uc a s centrais nucleares sejam projetada $ 
com o otlj etivo de resistir em a certos tiros 
de acidrntes pos tulados. Om dos principais r! 
nuisitos de um projeto para acidente postula
do e gara ntir um seguro desligamen t o ("Shut
downd) do reator, caso tal acidente ocorra. 

A ruptu ra da tubulaçio i um destes aciden
tes pos tulados. No projeto de tafs tu bula ções, 
utilizam-se certos critirfos estabelecidos em 
normas , que permitem postular n~mero, tipo e 
l ocaliução de possTveh ruJ'lturas fl,2l. C:omo 
as t ubulações em um reator a igua pressuriza • 
dd (PWR) contêm fluidos a alta pressão, a co~ 
seq uincia de uma ruptura i que o tubo fica r! 
rentinamen te sujeito a violento impulso exter 
no. A resposta do tubo rompido a tal força a-

carreta u~ fenômeno designado na literatura 
como Chtcoteamento de Tubulaçio (MPtpe Whtp"~ 
r nece5sãrio, portanto , fazer uma anãlise pa
ra determinar se o tubo deforma a ponto de 
J'lÔr em ri sco a integridade de e~u1pamentos 

essenci ais a uma condição segura de desliga
mento do reator. Se esta anã l ise demonstr a a 
~ossibilidade de ocorrência desses danos, a 
dcflexão do tubo deve ser limitada atravês de 
restrições externas contra esses efeitos d in! 
micos - Pestriç5es ao Chicoteamento de Tubul! 
çio (•Ptpe Whir Restraints"). 

Tratando-se de uma ãrea relativamente re
cente, alnuns mode los teõricos tem sido ~ro

roctn'>: S. 14 . Ma e K. Oa t he 131 uttlharam Ul'l 

mo~elo hfdfmensfonal ~ considerando um estado 
pl ano de tensões e admitindo, para o material 
do tubo e das restrições. um comportamento e
l as tn-nlistico perfeito; L. Oev 1la cqua e M. 
~ i lva 141 utilizaram um ~ode l o unidiMensional 
rTqfdo-rlistico; A. Loula , A. naleio e J. N. 
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Guerreiro 151 anal i saram o tubo de acordo com 
a teoria de vi~a~ e $imulara~ as restriçõ~s 

como o1olas, admitindo, rara ambos, um comror
t amenlo clasto-rlislico ~ ilinca r. As restri
ções adnlitem a pos.sillli t: adf' ele amortecil'lento 
vi scoso. 

A equaçio do movimento de UMa f'Strutura e
lãstíca line.ar pelo '"étodo dos ~lcmcntos finj_ 
tos, de~prezando o amortrcimento. pode seres 
c r 1 ta c O !tiO 

['•1) {Ü} + [KJ {li) = {R}, 

onde [t1J c [ Kj são as ma t ri1 es de massa e de 

rigidez, {R} o v~tor de carregamento externo, 
(Ul e {U} s~o os vetorPs rle$locamento e acel! 
ra çio. Dois nõtorlos geralmente u$ados para r! 
StllVPr f'Sta r.touaçao são inteqra('ão direta e 
superr •os ição motlal I6J. fm inle!Jração direta, 
as PqUações ôcim~ são integradas usando um 
procedimento Olll'lérico r<~sso a rasso,, como us.!!_ 

do em alguns mode los de Chicotoamcnto de Tu b~ 
laçio , jã citados. no mitodo ~e superposição 
moda 1, as equi'çÕcs do mov int>nto são desacorl! 
das em cada modo. A superposição das solurões 
Jc lodos os modos di ~ resposta total do sis
t 1:!111 il. 

rle~te trollall.o utiliza-se um r.1êtodo matemã 
tlco qué nermile ,,,alisar o tubo , de acordo 
com a teoria clã~sica de ví9as, admitindo-se 
um tDJrt•nrtamento clasto-r lãstico l'llinear. /\s 
rPSLriçÕt!s são sinlll li!das como molo~ de comro!: 
Lamento e lastn-ptãstico bilinear, havendo ai~ 
da ~ possibilidade de amortecimento viscoso. 
'\ histõrfa no temJ•o, da força de chicoteamen
lo, ê considerada como um dado. Al êm dis~o. a 
ul í 1 i z ação do c o n c I! i L o de " f orça e qui v a 1 e n te ·• 
i'Crnite o uso dos c:oeficlPnteo; de influêncie~ 

d1niimicos, oHidns da solução elâstica, mesmo 
cl• pois que a deforntnçao plás tica tenha ocorr.!_ 
dn. ~o cilculo de um campo de deformaçio esP~ 

cHica num corpo elasto-rlisl:ico, mostra - se 
CjUP O !Jrad iente da deformação plã'StiCil eSJlCC.!_ 
fira tem o ~esmo efeito que uma força aplica 
''" 171. 1\ analogia entre deformação rlãstica 
ut,,ccifica e forças arlicadas reduz a anilisc 
iuitia l dr: um corro elasto-rlãstico a de urn 
corpo elãstico, idêntico ao inicial , com um 
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conjunto adicional de forças aplicadas. lsto 
possibilita o uso de solvções elásticas conhe 
cid~s para analisar a deformaç~o esp ecífica, 
tensão e, portanto, os deslocamentos das es
trutvras elastn-plãsticas correspondentes. No 
uso combinado de deformação especifica inici 
al e superrosição modal, uti 1 izando-se o con
ceito de "força equivalente", ji proposto por 
c;, C. Liu e T. 11 . lin 181 pare vigas de seção 
cheia e lajes biapoiadas, os cálculos são ba
seados na matriz de rigidez elãstica e modos 
norA~is, que já não variaM com o tempo, elimi 
nando o cálculo dos autovetores a cada novo 
intervalo de tempo. Assim, do ponto de vista 
computaciona l , o método propoo;to torna-se co!!_ 

sideravelmcnte mais simples que outros m~to

dos. 
o método de1superposição modal aplicado a 

análise dinâmica de estruturas elásticas e 
bem conhecido. Para estruturas mais complica
das , onde ~s soluções elásticas rlinâmica s an! 
liticas n~n são disponíveis, estas soluções 
elÁsticas rodem ser obtidas pelo mêtodo dos 
elementos finitos. 

!este trabalho, o tubo ê ani!lisado como vi 
ga hiapoiada , exemplificando o caso onde as~ 
ltH; ão elástica analítica é disponTvel, ou co
MO viga em balanço com ponto anguloso, caso 
onde tal so lução não e disponível. 

Fina lmente, este trabalho permite que o tu 
!>o seja analisado como uma estrutura tipo vi
no, coM virios apoios e admitindo a possibil.!_ 
dad" de ponto anguloso. Pode- se, tambim, in
trodu7ir restrições ao chicoteamento em qual
rtu· r ponto tia t ubulação. 

rorusE DHI~I11CA ElASTO-PLJfSTICA Df VI GAS 

nescrição do método. Considere-se uma vi 
n~ prismãtica su~metida a um carregamento 
Lransversal ror unidade de comprimento q(x ,t) 
~. ~ um momento por unidade de comprimento 
I (x,t) , alP.m do limite elástico. n deslocame~ 
to transversal em qualquer ponto x e temro t 

~ d~signado por w(x,t) . Os pArâmet ros do sis
t~~a sio a mass~ ror unidade dP comprimento m 
u ~ rigidez i flexin FI, onde C ê o mõdulo de 
el:~sticidade r!e 'foung, e I, o momento de iné! 
ci~ c~ área da sPçio transver~al em torno dP 
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um eixo z normal a x e y , passando pelo cen
tro de gravidade da ãrea. Admite-se o uso da 
~ te o ria si mples de vigas ~ , na ~ual a rotaçio 
do elewento ~ insignificante quando comparada 
com a translação vertical, e a deformação por 
ci salha me nto ~ pequena em rel3çio ~que l a pro
venien te da flexã o . Fazenóo-se estas conside
ra ções , ob t~m - s e ~ equação do movimento 

~ 7 / ' ( x,t) ab(x,t) - - +q(x,t)--- .. m (1) 
ax 

on de l' (x,t) repres enta o momento fletor. 
Des ignando a deformação total espect f ica 

por E, a tensin longitudinal por o e a defor
naçao r l ãs tica es pecífica por c P, tem-se, en
t ão , 

( 2) 

De acordo com a hip~tes e 

- Eu l er, 
de Bernoulli-

c = _ Y a'"" ( x • t} 
(lx2 

(3) 

onde y r rp reseota a di ~ tã ncia da linha neutra 
~ n e leMen t o de ire ~ . da seçio t ransversal, d~ 

~ o~ o. pod~-se escrevnr : 

l·l ( X , t ) : ,f A .' ' f. ( 4) 

,. 
, usando as equações (2), (3) e ( 4), tem- se , 

'\ uhs titui ndo (5) em (1). obtem-se: 

EI a'w(x,t) + ~ a2 w( x,t) • 
ax' :l t 2 

• q(x,t) - ab(x , t) + f(x t) • • 

n<'c o tE'r r:o 

F(x,t) = - [~f cP y dA 
ax' A 

(6) 

de ser considerado soli dois aspectos. lima 

neira e con s iderã-lo como um carre ga~cnto 

'ct1cio ~(x,t), desde que este e equivalente 
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a q(x,t) na equ~ção do movimento. Assi m, o m~ 
vimento de uma viga elasto-rlãs tica é anãlo ~o 

ao rle uma viga el~stica i dêntica, co~ um car
ren~mento adicional 

~(x,t) = -F~ f eP y dP. 
3x 2 A 

( 7 ) 

lima outra m~neira é considerã-ln como um 
momento distribuído fictT cio b(x,t), po i s o 
mesmo e e~uivalente a _ab(x , t) na equação do 

i) X 

movimento. ~este modo, o movimento de uma vt
~a elasto-rlãstica e análogo ao de uma vi ga 
elãstica identica, com um momento por unidade 
rlP. co~primento adicional 

b(x,t) ( 8) 

Observa-se ~ ue, no mitodo de defor~açio e! 
peclfica inicial incremental 19 1 em textos de 
rle~ent~ s finitos, ~ excitação 
caus ada rela deformaç~o plistica 

eouivalente, 
esrecifi ca 

incremental, e aplicada a cada elemento, en
nuanto, no presente método, a resposta dinâ
o·i ca da v i qil, causada por uma excitação f(x ,t), 

e e~c r i ta ~naliticamente em forma de série, 
uwa vez ~ue ~ excitação e~ufvalente i(x,t) e 

a p 1 i c a rl" a to ri a a P s t r u tu r a , e n i o a cada e 1 e 
rrPn t o. 

Forma incremental. Divide-se a viga em 
(li - 1) sc ~l"lento .s de comprimentos igu~is a Al e 
o tempo t, em N incremen t os iguais a 6t. Con
s l rlcr e- s e, genericamente, o coeficiente de i~ 

fluPnci a dinÂmico G( f , j. l ) , que e definido c~ 
mn o deslocamento na direçio do grau dP li ber 
dad n i , no instante t=~At , causado por uma e! 
citacio (força ou momento) unitiria de~rau, ! 
pl ic ~da na direção do grau de liberdade j, no 
ins t antP t c O. Desta forma, o deslocamento 
w(i ,n) do grau de l iberdade i, no instante 
t~nht, dP. vido ã exci t ação (força ou mome nto) 
deorau Af(j, k), aplicada no grau de liLerdade 
j , no instante t=kAt, co~ ~ < n, c dado por: 

w(i,n) .. G(i, j ,n-k) Af(j,k). 
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Quando ocorre a deformação plástica espec! 
fica, devemos considerar a excitação (carreg! 
mento ou momento distribuido) equivalente 
f(x,t). Escrevendo-se (7) e (8) na forma i n
cremental, tem-se : 

e 

onde 

ou 

6b ( x, t) • ( a I A 6eP y dA, 
ax 

( 9) 

( 1 o) 

Na figura 1, mostra-se a curva excitação
- tempo, onde 6f(j ,k ), ou 6f(j ,k ) representam 
o incremento de (k-l)ht a kAt. Na aproximação 
da curva da excitação no tempo , utiliza-se o 
valor no ponto mêdio de cada intervalo de tem 
po, significando que metade da excitação in
cremental, 6f(x,t) ou Af(x , t), ocotre em 
t • (k-l)At e metade, em t • kAt. 

' 011 i 

f(J,Oif ... 
i 1),01 ~L-..._.._ __ _... ....... _.__"'-...... __ ___ 

O I I (k•l) k (11·1) 11 

Fig. 1 - Curva excitação-tempo no grau de 
liberdadé "j". 

O deslocamento do gr au de liberdade i , no 
instan t e tsn6t, causado pela excitação incre
mental IAf(j , k) + Af(j,k)l . e dado por: 

Aw(i , n) •.!. IG(i,j,n-k) + G(i,j,n-k-1)1 x 

2 

= 

• G(i,j,n-k) lllf(J.k) + llf(j.k) l . 

O desl ocamento causado pelas excitações r e 
al e ficticia de t•O e t • nAt, aplicadas em 
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t odos os "L" graus de liberdade da viga, e 

L 
w(i,n) • t G(1,j.n) jf(j,O) + f(j,O)j + 

j •l 
n-1 L 

+ l: l: G(I ,J.n-k) IAf(j,k)+Af(j,k)l + 
k • l j•l 

L 
+ t G(1,j,l) 1Af(j,n)+A7 (j,n)l . 

2 j •1 
( 11 ) 

rnicialmente, estima-se w(i,n), desprezan
do-se Af(j ,n ). Com este w(i,n), calcula-se 

íl2 
óe (i , n) • - y - t.w (i , n) 

ax 2 
( 12) 

e, rortanto, t.eP(i,n) da relação tensão-defo! 
mação esrecifica do material. Deste t.c P(i,n), 
ca l cu 1 a- se t\ f ( j , n ) de ( 9 ) otJ (1 O ) . Agora , e s t..!. 
ma-se um novo valo r para ~·(i, n), usando a 
equação (11 ), Sfm de5prezar o termo Af{j ,n) . 
Com este novo valor de ~(i ,n) , calculam-se n~ 
vamente t.c( i , n) e fie~'( i ,n) . Rere te- se este 
processo iterativo, atê que dois valores con
secutivo~ de w(i ,n) sejam suficientemente pr~ 
ximos. observa-se que o único termo a ser it! 
rado e o que contém Af(j,n), pois, todos os 
outros envolvem carregamentos incrementais de 
intervalos de t~mpo anteriores e, portanto , 
já conhecidos. Alem disso, este terno tem so
matório simples, que tambem contribui pa ra 
uma rápida convergência. 

Considera-se ~ue a relação tensão-defo rma
ção específica do material ê bilinear, confor 
me mostrado na figura 2. A inclinação da cur
va ~ i~ual ao m5dulo de Plast i cidade de Young 
E, no trecho elástico , e a aE, alem do limite 
elã5tico, ondr. a ê o coeficiente de encruame~ 
to ("coefficient or strain hardening"). Quan
do ocorre o descarregamento , admite-se que 
tal relação segue o percurso BCDFG, onde BC e 
Df são paralelos a OA, e CO parale l o a AB. 

Observa-se que, para a curva tensão-def or
~ação especifica do Material, utilizou-se um 
processo conumente conhecido como ENCRUAMEUTO 
Cl~PIATICO ("Kinematic hsrdening") , onde a 
cu r va de Huber-~1ses de escoamento inicial 
translactona como um corpo rlgido; isto ~. a 
dimensão e forma da superficie de escoamento 
perm~nece inalterada durante o carregamento, 
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mas a origem sofre uma translação. Este crit~ 
rio não exerce nenhuma influencia no método 
utilizado, concluindo-se que rorleria ter sido 
u~ado outro critério qualquer para a plastif! 
cação, ror exemplo, r:JCfHIJIJ1f:NTn TSOTRI1PICO, 
corresrondendo ao crescinento unifor~e da su
rerficie de escoamento. 

Fig. 2 - Curva tensão-deformação es pecífica 
~ilinear, na ra o materia l do tubo. 

Na figura 3, verifica-se o comportamento 
rio mat~rial da restrição. 

F 

L-~------------~W 
.AP 

Fi!J. 3- Curva força-deslocamento para r

materia l da r est riç io. 

~ força atuante na tubulação {viga), oriu~ 
a da restrição, é rtada ror: 

f(w,w) : -R(w) - c x 
. 
w • 

nde P(w) i a força correspondente 
a mola , função do deslocamento w, 

a a tuaçiin 
e {C X w) 

o termo de força correspondente ao amorteci 
ento viscoso da restri~ão. 

15 

Mêtodo de cãlculo numérico. Considera-se 
a vina dividida e~ senmentos de comprimentos 
iguais, e a seção transversal dividida em fi
bras. Para as estruturas, onde se conhecem as 
soluções elásticas analitlcas dos deslocamen
tos, no cãlculo das deformações específicas 

t:{x,t) 

as derivada~ senundas dos deslocamentos podem 
se r obtidas , usando a solução analitica ou, 
nos casos onde sõ se conhecem os deslocamen
tos transversais em pontos discretos da viga , 
o método das diferenças finitas. Para ases
truturas em ~ue as soluções elisticas ana1ft! 
cas não são disponfveis. as soluções são obt! 
das nele método dos elementos finitos. O ele
mento finito utilizado é o elemento c1ãssico 
de vigas com 4 graus de lt~erdede por elemen
to. A solução nelo método dos elementos fini
tos é obtida através do uso de um cÕdigo com
Putaci nna 1, Ja implantado na Contro 1 Da ta 
Corporati~n. o EASE2. Este cõdi9o gera os au
tovalores e autovetores da estrutura. A par
tir d~i. calculam-se os coeficientes de in
fluência 4in;micos. Os deslocamentos dos ele
ncn t os de viga são, neste caso, aproximados 
ror rolin5mtos do 30 grau. Agora, as curvatu -

ras (a
1

w) são obtidas das derivadas segundas 
ilx 2 

rl P~tes polinômios. 
''r cãl cul o de llf(x, t), cas o o termo seja 

cnns , d c~ ado como um carregamento distri~uido 

e~uiv~lente llq(x,t), necessita-se calcular u
ma derivada seuunda da integral de ãrea; se é 
considerado como um momento distribuido equi
valentP 6b(x , t) , necessita-se calcular uma d! 
rivada primeira da integral de ãrea. fm ambos 
os casos , utiliza - se o mitodo das diferenças 
finitas para o cálculo da derivada . 

Verifica-se que a precisão atingivel com o 
11 Ptodo das diferenças finitas, no cãlculo de 
~(x,t), deve ser maior ~ue ro cã l culo de 

q(x,t), nois, no primeiro tem-se uma derivada 
primeira, enquanto no outro, uma derivada se
gunda, concluindo-se que é preferivel o uso 
de ~(x,t) em lugar de ~(x,t). 
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COEFICIENTES DE tr!FLU [ NC!fl OIIIAtiiCOS 

Vigas biapoiadas. fi equação do movime nto 

E r a\w(x , t} + ~ a2w(x,t) • q(x,t). 
ax• at 2 

Considere-se uma força unitiria concentra 
da no ponto x .. x _, apllcad11 sut i tamente no ins 

J 
tante t = O, co~o sendo 

q(x,l) • l(t) 6(x-x.) 
J 

11 n de 6 ( x- x • ) ê a função cl e 1t a de O i r a c . A r e s 
J -po•ta da viDA c dada por: 

f.(i,J,I<:) .. I: 
n•l 

seni 01'Xil senlnnx]l 
2 L I L L 

X 

n ~ 

)( ( I - cos 6 kt.t) , (1 3 ) 
11 

' 
X • (1-l)fiL , 

1 

xj • ( j -1 }hL , 

62 • ( t <~-!V, 
n m L 

n e um n~mero 1nteiro, L ~ o comprimento da 
vi9d e r.(i , j , k) são os coeficientes de in
fluincia dinim1cos , definidos como os des l oc! 
mentos nas seções x

1
•(f- 1)6L , no i nstante 

t•kAt, causado por uma força unitirfa degrau, 
a1olicada nas scçoes xj•(J-l)hl , no instan t e 
l • (1, 

Fstruluras onde 3 soluçio elistica anali
lt•J não e disponível. As equações do movi
w•uto de uma cstruturll rlistica linear relo 
~~tudo dos ~lc~entos ffnftos, desprezando o 
·' r11 te<. 1nenlo, deve ser escn ta cono 

(H} {~) + (K} ( W} ~ {F}, (14} 

''"'11 IM) e (K] sao J S ma trizrs de massa e de 
1 i •!id ~z, (F) o vc lor dc carregamento externo , 
[WI c lijJ sio o~ vclorr~ deslocamento e ac2~e 

raçao. 
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Con~ i derc·st o s1stema vib rando no 1- isimo 
ha r mônico, ent~n os deslocarrentos serão: 

ond e ~t e a t-esima frrquincia natural de vi
bração , e 

e o 1-esimo au to veto r . 
~ matriz moda l lt l permi te des acop lar as 

e~uações ( 1 4 ), em um sistema de equações 
dependentes , onde • 

.. 

~u~s tituindo-se 

{W} • (+] {n} , 

in-

( 1 5) 

onde { n} e a nova varf ivel , nas equações ( 1 ( }, 

e premultfplicando-se ambos os lados da equa
ção por l•JT, obtem-se 

onde ['1-~~ e ['K!j são matrizes di agonais e 

o 
o 

í f(L)l • (lj(t)) • l(t) 

o 

~o carregamento aplicado no grau de liberda
de j. n sistena de equações (16) pode seres
crito cono • L• ~quações desacopladas, onde a 

solução de qualquer uma delas, por exemplo , a 
t-esina . i! 

v~ 
n ( t) • _.L_ ( l - c os B. t) . 

t m* f\ 2 .. 
1 t 
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Agora , para a determinação do dcsloc~mento 
w

1
, usa-se a equação {15), resultando 

G(i.j,~) = (1 - cos B1t) , 
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mesmo grau de precisão, como se ve na fig. 5. 

o 
~ 
00,03 

o 

onde~~ o n~mero de modos considerados , v~ i o 
I W 

a componente na direção do grau de li berdade 2 

l 1 d 0 t-ê Sim 0 a U t 0 V e t 0 r t (! \'/ , e 0 C 0 C f Í C Í e 0 te 
l 

t~: influencia dinâmico G(f,j.k) definido como 
o deslocamento na direção do grau. de 1 ili erda-
d~.; i, no instante t" kât, devido ã 
drgrau unitária aplicada na direção 
iustante t " O. 

rLSULTAOOS [ COMPARAÇOES 

excitação 
j, no 

Vigas biapoiadas. Pura efeito de cã lcu-
lo, considera-se, inicialmente, que a deforna 
ç~o plistica i substitulda por um ca rregamen
to distribuído equivalen te . U tiliz ~ndo este 
tonceito, considera-se uma viga biapoiada, de 
seção tuLular, submetida a um carrega~cnto 

uniforme111cnlc:: distriuuído igual a 1H130 il(r1. 

' s propriedades do material da viga são: 
( .. l.BG021 x 10 11 N/m 2 , a 0 "2.00913 x 10 8 N/111 2 , 

1 = 7800 N x s 1 /m'. As dimensões da vi (la são i_!! 
dicadas na figura 4. Devido ã simetri~ da con 
figurdçio ~carregamento da viga , soMente um 
quarto desta necessita ser analis~d o. Para o 
cdlculo das deformações especif}cas, conside
r d-se a viga dividida por 21 ~eções igualmen
te espaçadas, SP ndo cada seção dividida em 50 
fl or as. 

qla,t)/ 0,02114 .... 

- Tó o.ru .. 

·.~··· 

iq. 4 - Dimensões dij viga e sua divisão 
em seções. 

Compara-se o presente método com a referi_!! 
ia 151, para valores de Cl"'0.5, q =175130 N/m 
o i n te r v a l o de tem p t) l'll • 6. O O 1 x 1 O-~ s , v P r i

icando- se ~ue ambos os milodos arresentam o 

go.oa 

o .... 
z; 
w 
::1 
c uo,ot 
o 
,J 
(11 
w o 

" • 1711110 " ' • 
ac. • o.e 

Fig. 5- Resultados de diferentes métodos. 

~a figura 6 estuda-se a resposta da viga 
quando submetida a diferentes magnitudes 
de carregamentos . Para o carregam~nto 

q~l75130 N/~. usou-se àt=6.001xla-~ s. Para o 
carregamento q=525390 N/m, variou-se o incre-

to de tempo. usando um àt = 6. 001 x 1 o-• s e 

depois ât=l.8003xl0- 1 s. Desta forma, verifi
cou-se a influência do amortecimento e obser
vou-se qu~ a variação em At não alterou a pr! 
cis ão da resposta. Verificou-se , tambem, que 
o reriodo efetivo (tempo para alcançar a mãxl 
11a deflexão) de vibração da viga elasto-plãs
tica aumenta com a intensidade do carregamen
to , devido a maior zona de plastificação. 

o 
~ 
> 
g 

0,115 

o 
~OJO 

o 
o 

o .... z 
w 
~0.011 
u 
o 
,J 
11) 

w 
o 

(m) 

(.T. 1.8003xlo-s.} 
q • !!2~390 N/m 

"'•0.~ 
ATa 6,001xl<f4a r q • 110130 N/m 

TEMPO( a ) 

O,Cie400t 0,011014 

Fig. 6 - Viga biapoiada submetida a 
diferentes carregamentos . 
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Em seguida, ~studa-se o 
rnento ("Strain hardening") 

efeito do encru~
do material n1 

deflex.ão da vi!Ja, para um carregamento 
q " 17 5130 tl/m. !.<:. resposta<; dos dcs 1 ocan:entos 
da viga no mc1o du vio par~ valores diferen
tes de a são dadas na figura 7. Verifica-se 
Que o perrodo efetivo de viLraçio da viga de-
cresce com o aut'lcnto do coeficiente de encrua 
mcnlo n . 

0,04 
( "'' 

o 
14 
> 
o 010$ 
o 
o 
w 
~ 

g 0,02 

o ... 
'Z q • 175130 M/m 1&.1 
:l o4 .. t.T• 6 .001a tO • 
u o ,o1 o 
..J 
V> 
1&1 
o 

riu. 7 - (feito do encruamenlo do naterial 
nos d~slocanentos da vi ga. 

Depois rarltu-sc 1ara o~ter resultados, no 
caso onde a deformação plãstica é substituida 
1or un nomento distribufdo equivalente. Neste 
cas11, constd~rou-sc a viga do caso anterior, 

lml 

0,15 

... 
"' > 
o o 
o w o,10 
~ 

o a 
o ... 
'2 
1&1 

~o,o q. 5253.0 "'"' u 
o OI• 0 1 6 
-' 
V> AT•t,a003ato·3 , 1&1 o 

(T/AT) 

15 30 415 

I f<). !.l - llesultlldO!. de diferentes me todos. 
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com a•0.5, q=525JOO N/m, At•l .8003x10- 3 ~ onde 
os rPsultados s~o corrarados aos da referin-

i a ISI , verificando-se na figura 8 que os 
r ~ ~ultados estão coerentes. 

Ainda neste caso, introduziu-se uma restr~ 

c. n no meio do vao. ~constante elãstica da 
rP\trfÇiO e 5.67275 X 101 tf/m e a deformação 
elástica mixima e 7.7474xlo-s m. Considera-se 
um ·c~p· de 7.62•10- 1 m e adt'lite-se que o co! 
portamento do material da restrição e elasto
-plistico perfeito. Estes resultados são com
parados com os da referenrta ISI, na figura 9. 

~ OJO 

8 
2 
Jj 
8 

r 
' \ )REFERÉNCIA(!S) 

21116• ', , 
.\T •18003al0"1 o '... ~/ 
•·O~ ---

l' O 111 {o::;~~~rNim 
I O.E•77474xt<r3m 

(T/ATI 

lO 20 

Fig. 9- Resultados de diferentes métodos, 
com ri:'Strição. 

Aplicação a um caso real de ruptura de 
tutulação nuclear. Entre os dois conceitos 
utilizados no cãlculo do termo equivalente a 
deformação plâstica, optou-se pelo uso do no
Menta distribufdo P~uivftlente, por se consid~ 
rAr que o mesmo atinge uma maior precisio. 

Aqui, estuda-se o proiJlema do c.;hicoteamen
lo de tubulação nuclear para um caso real. O 
local de ruptura foi considerado rrõximo a 

t---3,25tm 

(2) 

~ 2<le4m----1 

~ESTRIÇAO I AÇO ESTRUTURAl. I 

F 

F In 
TUBO 

ISA ~I Gr CF8A) 

(CEHTRF\JGAL. ~ 

<D 
{

RI • 0 1394 m 
1 •0,063m 

E • t,7926xto" N;ml 
P • 1800 N T o21rd" 

a;. 2.0684atoaNJtnl 
{

GAP•l27Jtl0'1m 
( I ) O.E.•2.54xlO"~m 

I( E •l.751atO'NAn w 

O. E 

fia. 10 - Dimensões da tuuulação e da 
restrição (l). 
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Finalmente, traça-se um diagrama Momento 
mãximo - força de restrição máxima. Desta 
forma, conhecendo-se o momento mãximo permit! 
do no ~oca l (engas te), pode-se estimar qual a 
restrição que se deve usar para limitar o 
momento no Loca 1. Sabendo- se que <' mor.:ento 
miximo permit1do pela "Westinghouse" ~ de 
1. 1€3743 x 10 7 Nxm, obt~~-se do d iag rama mos
trado na figura 15, qual a força mãxi~a de 
r~stríção nece ssár ia. 

!!.O 11' C.I01 Nxm) 

4.203 
M- 11011 !IITO IIÁICIIIO 

F • P"OII ÇA M IIUT!ItC.{o lillXIW. 

3 .0 

2.0 

1.0 

Flato•Nl 
0~----------------------------------+ 6 .672 o 2 .224 4 .448 

Flg. 15- DiagraMa momen to mãxirno -'rorça 
de restrição máxima. 

CONCLUS11ES 
O método prop~sto destina-se ã anãlise di

nâmica elasto-plistica de estruturas a partir 
da solução elistica. Este método i aplicado a 
estruturas onde se dispõe das soluções elãsti 
cas analíticas (vigas uiapoi adas), e a casos 
ondt nio se dispõe da mesna. Para estas estr~ 
turas, onde não se dispõe da solução elástica 
analítica, utiliza-se o método dos elementos 
finitos para a sua oLtenção. 

A necessidade de se usar um processo iter~ 
tivo , para o cá l culo da excitação equ fv alente 
ã deformação plástica, não comprometeu as va~ 
tagens do método, Já que a convergência foi 
ripida. Na maioria dos casos, duas, três ou 
quatro ite raç ões foram suficientes , onde o 
erro admitido f oi de O. lt. Os resultados numé 
ricos obtidos, utilizando- se este método, 
concordaram perfeitamente bem com os da re
ferência 151 . 
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SOBRE A FORCA RESISTIVA EM MEIOS 
POROSOS ANISOTRÓPICOS 

I -SHIH LIU 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA, UFRJ, RIO DE JANEIRO, RJ. 

R SAMPAIO 

ESCOLA DE OUfMICA E COPPE, UFRJ, RIO DE JANEIRO, RJ. 

SUMMARY 
Jjt thü wotdl W(t de.11..i..ve the Jtep~tuenta.t.i..o tt4 óoll the c.ont..t.i..tut.i..ve equa.t.i.o M oó .the 
~~4i4~ve 6o~ce 6oll. 4evell.a.l c!a.44e4 oó .tltan6velt4ely .i..6o.tltop.i.c. po~tuu6 media and 6how 
tha.:t 6o~t 6ontt' cla.66 it dou not 11.educe .to the 6oJz.m oó Va.Jz. cy'-4 llqua.t.i.on. Con&eque.ntl.y, 
U dou no.t uctade. the. po-4-ll.i.bll.i..ty o6 th~- exütence oó a.llqmtne.tltic cWr.ec.t.i..ona.t Jz.U.i..6-

t tvc..ty óoJt. celt.taüt matv.üth. 

IN IIWIIIJÇ AO 

Na teor1a cl ãss1cd de meios porosos isotr~ 

pl~os d força resistiva L, i.e. , a forç a que 
be opoe ao escoamento do fluido atravis da m! 
tt·tz sÕli da, é usualmente suposta proporcional 
d velocidade relativa u do fluido relativo a 
111u tri L sõl i da 

.. 
L = ku 

uui.le k ê um escalar deno~ii nad o de resistiVida 
[sta e a famo sa equação de Darcy. Ainda 

H<~ tt:or 1a clãssica , a generalização da equaçao 
<l•• Oan.y pat·a meios porosos anisotrõpicos e 
IPI L• mantendo-se a forma da equaçao. i, e . • 

Ru, ónde agora R ê um tensor qu e , em 9! 
rdl , e suposto simétrico 111-

(~S d genera li zação, entretanto, não ê sufi 
• ~t•nte 1•ara elC.plicar o comportamento aprese!! 
l ddo por algun s materiais que, consi derando 
wu,, mesma direçao, encontramos resistividades 
•IJ1 ecionais diferentes em valor abso luto, num 
~~mo ponto, quando medimos em senti dos opo! 

t ob (i.e. , da direita para a esquerda e vice-
v•·rsa). Este fato es tã , obviamente , em desa 
'" olo c.om a equa çao de Darcy. 

Nesse traba lho con sideraremos materiais ani 
sotrõpicos que pos suem alguma forma de isotr~ 

pia transve rsal e, para esses casos, mostrar! 
mos que a generalização da equação de Darcy 
nJo e tão simples como faz crer a teoria clã! 
sica . Alem disso, o comportamento descrito 
no parágrafo anterior , i.e., a desigualdade 
da s resi sti vidades direcionais num mesmo po~ 

to em sentidos opostos , ê explicado satisfato 
riamente. 

A FORÇA RESISTIVA 
Consideremos a classe de meios porosos em 

que a força resistiva L ê definida constitu 
ti vamente por 

L( e: , p, u, F) ( 1 ) 

onde E: porosi dade 
p massa espec1fica do fluido 
u velocidade do f1 ui do relativo a 

matr iz so 1 i da 
F gradiente de deformação da matriz 

sõlida relativo a uma configura-
çao de re fe rência (e s tado natura 1 ) 

o principio da Invariância ã Mudanças de 
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Ol.lservador 121 requer que tenha-se 

L(l,p,Qu,QF) • QL(l ,p,u,F); YQ c Ort (2) 

o"de Ot t ~ o conjunto dos tensores ortogonais 
soure R 1 • 

S~ja G c ort o grupo de simetria da matriz 
porosa com relaçao a ~onftguraçio de referin 
da, entao se H t. G 

L ( t. , p , u , f 11 ) .. L ( 1 , p , u , F ). ( 3 ) 

tomo na maioria ddS dpl •caçoes de meios P! 
ro•,os a matriz su l ida a<. h c~-sc no seu estado 
l!rllu••al, i.c., I· I, restringiremo-nos apena·s 
c~ u L''>tudo desse ra\io onde representações ex 
J)IÍtlldS podem Hr enc.ontrad11S. Definiremos 

Oc (3) conc l utmos 

L (c,p,u) "' L(c,p,u,H); YHE G 
o 

Couao Ct.Ort, (2) 1mplíca que 

L(e,p ,llu,ll ) ., 11 L(t.,p ,u,! ) 

t> Hti:lo de (1) t? (~) Lemos 

L (L,p,llu ) 
o 

li L ( 1 , O, u) ; YH e G 
o 

{ 4) 

( 5) 

{ 6) 

l llqO L 0 ê umr1 fun ç.1o vetor i a 1 invar ian te com 
~~~~~a~ ijO grupo G. Pr ocuraremos agora , atra 
v•'• do teoria dos anvariantes [3 ,4, 5,6], repr~ 
'it! lll.a Ç•\0 pa t a L

0 
pdre várias escolhas de G de 

liiiPr'~'iSe em meios porosos. Por exemplo, se 
G Orr, ca-;o em que a mc~tl'iz sólida~ isotrô 
~n •. a, (u) llnpliccl qu~ 

l ( t_;. p . u ) 
o 

k(t,p , juj)u (7) 

onde H.,., . ) c u11a funçao 1aater1al escalar 
d cno~ttlflilda r·es lst lVldad.!:_ do meio poroso e a 
cqu c~c..ao (7) e comumente ~hamad.s de equa ção de 
u .•• ·t v. 

p~,., mulos porosos anisotr5picos , G # Ort , 
ê t.UIIIUllll!ule poHulado que L(E ,p,U )" R(e, p, jul )u , 

o 
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i.e., que a rc~1stividade ê um tensor diferen 
te de 1c 1 Intel iz mcnle esta suposição não ê 
necessa riamente verd6detra, como mostraremos 
teoricamente para alguma classe de isotropia 
transversal, e como pode ser concluidos dos 
resultados t!xper·1rnenta1s de Johnson et al [7 ,8]. 
Grosse1ramente podemos d1zer que um material 
ê dito poss~1r isotrop111 transversal se nele 
existir uma direção preferencial única, sendo 
que em secçoes normais a essa direçao o mate 
rial ê isot.rÕp1co. 

Seja e, uma direçao arb1trar1amente esco 
lhida de R3 e {e

1
, e

1
, e

1
J uma base ortononnal 

desse espaço. Diremos que um material possui 
isotropia transversal se o seu grupo de sime 
tria G ê um dos grupos desc r itos abaixo: 

1 ) G ·{ l:' ·~ l 1 

2) G • G V ( -G ) 
2 l I 

3} G "' G U ( -G ) , • o 

onde G . {[: ~] o 

Aqui, Ort(R 1
) e o conj unto da s transforma 

çoes ortogonais sobre o R2 , Ort+(R2
) ê o con 

junto das transformaçoes ortogonais prõprias 
de R 1 , i . e . • ma t r iz e s da forma 

cose 
se nO 

-seno-i , e -G ,. {-H , VH e G}. 

cosoj 

Obviamente as classes 1, 2 e 3 sio defini 
çoes distintas de isotropta transversal. Na 
nossa opiniao a classe 2 e a mais adequada p~ 
ra descrever materia is possuindo uma estrutu 
ra larn1nada ou fibrosa, porem a classe l ê a 
defin1çao que ap6rece mais comu~ente na lite 
ratura da teoria do!. fnvarantes [5]e a classe 
3 foi a usada em (2] , man ual de enorme influ 
enc 1a em Termomccânica do Continuo. Convêm 
re~saltar ainda que G

1 
é um subgrupo próprio 

de G, pois a transform.,çao cuJa matriz ê 
2 
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pertence a G mas não a G . 
2 ' 

A seguir apresentaremos as 
de L

0 
com relação a estas tr~s 

taremos por u. a componente da 
1 

representações 
classes . Oe no 

velocidade u 
com relaçao ã base {e.}. 

1 

1 ) Se G = G 
2 

L (e,p,u) 
o 

;(u e + u e ) + i e 
I l 2 2 3 

(B} 

onde a e B são funções materiais escalares da 
tripla (e:,p, u2 + u2 ,u ). 

I 2 S 

2) Se G = G 
2 

L (e , p,u) 
o 

3) Se G = G 

L (e: , p,u) 
a 

(9) 

(lo) 

onde u, B, y são funções materiais escalares 
t . 1 ( 2 2 2) a r1p a e:,p,u + u

2
, u . 

I S J 
Convim obse rvar que as equaçoes (9) e (10) 

ao da forma L0 - Ru, sendo R 'um tensor, den~ 
tn~do de re s is tivi dade, enquanto que (8) nao 
dE>ssa forma. Para o grupo S

1 
não existe uma 

epresentaçao tensorfal. No caso de G
2 

e G3 

xiste, porém R é simétrico para G
2 

e não ê 
,imê trico para G,. 

Agora, como faz a literatura clãssica de 
scoamenlos em Meios Porosos, introduziremos 
m conceito mais fraco de resistividade, a re
l s lividade na direçao n, y • onde n ê um ve 
or uuitãrio em R'. 

yn ; lim+ 
À .... O 

c~r·a as classes 2 

>. = n 
11 

n . 

e 3 

R n 
o 

n 

L (e:,p,:>.n) 
o 

( 11 ) 
À 

temos então que 

(12) 

23 

onde R "R(e:,p,O). Obviamente (12) implica 
o 

que 

yn " y_n ( 13) 

Por outro lado se G : G
1 

esse resultado não e 
necessariamente vãlido, isso ê devido a falta 
de simetria do material com respeito a inver 
soes. A possibilidade de tal assimetria para 
alguns materiais foi jã observada em f7,8,9]. 

No que se segue postularemos que L0 (e:.p,u) 
e linear em u. Isso implic.a que as funções '(i 

e B de (8) são da forma 

-a" a (e:,p) o 

e a equação (8) pode então ser reescrita na 
forma 

Sendo assim (12) e (13) são verdadeiras. Lo 
go, sob a ~ipõtese que L e linear, não hã di 

o 
ferença entre as classes 1 e 2 e, portanto, 
não e poss1vel que y I y 

n -o 
O postulado de linearidade implica que a 

equação de Darcy i vãlida , i.e. 

L (€,p,u) = R (c,p)U 
o o 

( 14) 

onde R
0
(c,p) ê o tensor resistividade. 

Logo, a equação (6) implica adicionalmente 
que 

R (c , p)Hu = HR (c,p)u 
o o 

VH e G 

ou, 

R (c , p)H "' HR (c,p) 
o o 

( 1 5 ) YH E G 

O problema de determinar as restrições 12 
postas por (15) em R0 para um grupo de sime 
tri~ G qualquer i similar ao problema estuda 
do por Wang QOJ para o tensor condutividade 
térmica. Como este estudo jã foi reproduzido 
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em 191 para vãrios grupos de isot r opia , alem 
da is otrop ta transversa 1, não reproduzirero-no 

aqui. Gostar1amos porém de observar que a d~ 

finiça o de isot ropia transversal uti l izada em 

[91 e [10] corresponde a classe 3 desse traba 

lho e, IJOrtan to, R• te11 a forma (10), corres 

pondente ct equaçao (24) e11 [91. 
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ESTRUTURA DE MATERIAIS BIFÁSICOS 

EM(LIO DA SILVA NETO 
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SUM~RIO 

A~ JHcrpl! éc,dad4'4 c/C! um m.tlQ.It ia.t b~6á.JJi.c.c de.pendenr du plt.cplt.i.tdade4 dai> 6UU e da c.cn

,., 11 fltctça••, g~um~ t't<.a t a'I.'I.O.IIjO ge.cme.tJt.ico da. 6a~>e d.i4pellt.o.. O plt.e.t.e.n.te. t11.o.ba..tho pito c.~ 

~a l'xam( na11 tal dep~nd~11c (Q. pa11.a. o cal> o upec.Z6.tco dot. 6e.Mo4 6undi.do4 nodula.lt. e cin
zento 6eHctico . Po.11a uma 4elt.( t de. e.nt.a.iot. p.llocult.a-4(' u.ta.be.l.e.c.t~t. 11.e.to.çou en.tlt.e. a.tg~ 

ma~ pltu)Ji!(edade.JJ (mÕdutu de. Young , condu~bi.li.dade. .tê11.~i.ca e coe.6i.ci.ente. de. e.xpa.n~>ã.o 

t~''"<~a ((nca't) " o teoll " ~o11.ma. da g11.a.6i..to.. Valo'te.t. expelt..tmen.to..tt. t.ão compa.11.o.dot. com 
CUII Vfl4 tVÔ'I.CCd4. 

INTROOUÇAO 
As propr1edades de materiais bifásicos a

presentam uma relaçao d1reta com as propried! 
des especTr1cas de suas fases e com a sua mi
croeslrutura, ou seJa, com as ~eometri as e a~ 
rdnJOS yeometricos das fa ses. que consti tuem o 
mater i a l. Neste trabalho , procura -se obter a 
comprovaçao experimenta l de relaçoes matemit! 
cas entre a microestrutura e algumas proprie
dddes - condulibili dade t~rmica, mSdulo de 
Youn'J e coefic tente de expansao térmica 
nl!tr- de materiats bltãsi<;OL 

1 i -

( imporldnte que se faça uma diferenciaçio 
gt:!nêrlco) entre os diversos grupos de proprie-
dades, com bdse em analogias ent r e as equa-
çoes microcslrutura-proprtedades. Assim, por 
exemplo , aos com portamentos de mate riais , su
Jei t os a campos termicos , el~t ri cos ou ma gni
' iços, é atrtbuida a d~nominaçao propriedade 
de campo. Da constataçao da analogia ~atemã t! 

~a 11 I entre as diversas equaçoes de campo (! 
quaçoPs mltroestrutu r a-proprtedades de campo) 
surge a poss1billdade de transposiçoes dire-

tas destas, de uma propriedade de campo para 
outra. (c caso, por exempl o, das equações d! 
duzidas para a condut ibilidade térm ica, que 
podem ser d i retamente utilizadas para a condu 
tibilidade elétrica e para a permeabilidade 
magnéti ca. 

A tntercambtalidade entre equaçoes microe! 
trutura-propriedades não ocorré, contudo, pa 
ra as chama da s propriedades mecânicas, onde 
se faz essenc ia l a diferencia çao entre os di~ 
t1ntos campos de deformaçao mecânica. A inda 
assim ev1denciam-se analogias. Por exemplo , 
consideraçoes feitas para o m5dulo de Young 
podem ser Utllizadas para propriedades acust~ 
cas, porque ondas desta natureza promovem de
formaçoes elásticas no material e, tal como 
para os ca mpos de tensao-deformaçao mecãnicos, 
es tao sempre vinculados ã existência de ma t~ 

r i a. 

Algumas relações micr~estrutura-proprieda
des ter~od1namicas tê~ s1gni f icat1va simplic~ 
dade, jâ que são influenciadas exclusivamente 
pelas concentraçoes . Outras relaçoes, contudo, 
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apresentam um certo grau de complexidade. r o ferros fundidos ferríticos (cinzento e nodu-
caso, por exemplo, das r elaçoes para o coefi- lar. 
ciPnlr de expansao tirm1 ca , como resultado do 
envolvimento de tPnsoes mecânicas internas, 
Ltn oes estas consideravelmente dependentes 
dd rnlcroestrutura do materral. 

/L equaçoes de Maxwell 121, Bruggemann 131 
e Niesel 141 apresentaM uma boa confiabilida
de ~ara as relaçoes nicro~strutura - proprieda 

des de camJ•O. 
lal~ equaçoes sao aplicivets a materiais 

b1f~s1cos com estrutura dispersa, isto i, a 
mal~riais que apresentam uma matriz - contí 
1111.1 - e uma fase dispersa - descontínua - con 
1 ida na mesma. A equaçao de Maxwell faz-se v! 

'"''' apenas pari\ baixas c.oncentrações de par
tfculas, de forma esfirtca, da fase dispersa. 

11.•. cquaçoes de Bruggemann e de Ni esel, permi
' ~r· am o contorno ãs lí111i taçoes da equação de 
M~xwel I, no que concerne i co nce ntraçio (bai
xa) c ~ forma (esfirica) da~ partículas da fa 

~ -
~ e dispersa, proporcionando uma melhor adapt~ 
çao da teorid ãs condtcoes presentes em materi 
a rs reais. 

A equaçao de Bruggemann possibilita uma am 
~l i a,ao do intervalo de validade para quals
qu~r concentraçoes de fases, embora ainda per 
maut•Çd l imitada ã forma esfêrica para as par
tic;ulas da fase dispersa. Tal limitação ê coD_ 
lurlo, suplantada pela equaçao de N1esel, que 
"" <tplica a esferÕides , pe rm iti ndo, assim, a 
tll•c;rt içao de formas irregulares. 

l.•ll ta ls trahalhos sao também apresentados 
roqUt'les !Jilrâmetro~ das equaçoes das propried!_ 
des d e campo, que podem ser determinados atr! 
vn dd dnilise estereolÕg1ca em secçoes da mi 
cr· o~sltutut'cl de tndteridi<. t~ais, e que dizem 
I ' f' ~ J} C I t 0 ; 

- ~ c~ n t entr ilçao da fase dispersa 
- a forna da s partlculas da fase dispersa 
- il or1entaçao das partl ~ulas da fase dlsper-

Sd . 

No caso dds propriedade~ de campo , estes 
t r es parimelro , denominados fatores esterea-
1 Õ ~ 1~ o s . sao independentemente variãve1s en
tt·e s i. 

Neste trabalho sao apresentados resultados 
de ensaios e feitas comparaçoes destes corn 
curvas calculadas para o caso especifico dos 

OESCR IÇAO QUA~TITATIVA OA MICROESTRUTURA 
A análise quantitativa da relaçao microes 

trutura-propriedades requer, alim dos valores 
indicativos das propriedades, também outros 
para a descrição da microestrutura. Estes úl
timos , para um material polifasico, constitu 
em-se aqueles parâmetros que fornecem informa 
ções sobre: 
- o tamanho 
- a concentraçao 
- a forma 
- a orientação e 
- o tipo da d istribuiçao local das particula s 

de cada fase. 
Na descrição quantitativa da microestrulu -
- ~ ra e preciso fa zer a conversao de grandezas, 

do plano (secçao da microestrutura) para o e ~ 

paço tridimensional. No que diz respeito ã 
forma e ã orientaçao dos componentes da estr~ 

tura, os componentes irregulares da microes
t ru tura sao substituídos por regulares.de ge~ 
~etrlas matemat1camente representáveis. 

Para ~ateriais bifisicos, foi comprovado 
que a esferÕfde possui a geometria mais ade
quada para a descriçao estereolÕgica aproxim~ 
da das partículas de rases reais. 

A ~ sim, a descrição quantitativa da microes 
t ru tura pode ser efeltvada atravis de apenas 
t rês fatores eslereolõgicos: 
- o fator de co ncent raçao de fases 
- o fator de forma e 
-o rator de arranjo (orientaçao). 

Ew outras palavras. a combinaçao de ta1s 
fatores estereoiÕgicos, Independentemente va 
riãveis entre si, idenliftcam suficientemente 
a m1croestrutura de um dddo material. 

Os tres fatores estereolõgicos, c itados a
~ ima , no caso pa rt icular da estrutura disper
sa, podem ser obtidos, como segue I 5I: 
- o fator de concentraçao de fases consiste 

na percentagem volumétrica da fase dispersa 
ou da matriz; 

- o fator de forma resulta das relaçoes entre 
eixos das esferÕides representativds da, 
part1culas da fase drspersa (Fig. 1) 161 

- o fa tor de arranjo (orientaçao) representa 
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o valor médio do quadrado do cosseno do ân
gulo formado entre os eixos de rotação (das 
esferÕides representativas das particulas 
da fase dispersa) e a "direção da propried!_ 
de" {Fig. 1) 161. 

z 

Fig. A esferÕ1de e seus dados estereolõ
g1cos. 

MATERIAL USADO NOS ENSAIOS 
O material usado para anãlise foi forneci

do pela Fundação Tupy S.A., na forma de taru
gos de diâmetros entre 26 e 27 mm e comprime~ 
tos próximos a 300 mm. De acordo com o certi
ficado de anãlise quimica expedido, os taru
gos apresentaram as seguintes composições quf 
micas: 
a) Composição quim1ca do ferro fundido conzen 

to ferritico. 

El emen-
tos c Si Mn s p 

Tarugos .. 
3,89 1. 7 8 o ,39# o. 1 o 0,055 

2 3 . 81 1 ,80 0,38 o. 1 o 0 , 055 
3 3,55 1 ,80 o ,3 8 o' 1 o 0,055 
4 3 , 26 1 • 78 0,38 o. 1 o 0 ,055 
5 2, 98 1 , 81 0,38 o ,1 o 0,055 

b) Composição quimica do ferro fundido nodu-
lar ferritico 

Elemen-
tos c Si Hn s p 

Tarugos 

N1 3,1 o 2,68 0,21 0,019 o ,036 
N2 3,27 2,63 0,21 0,018 0,036 
N3 3,52 2,75 o. 21 0,018 0,036 

N4 - N5 3,72 2,75 o. 21 0,016 o ,036 
N6 - N7 3,82 2,73 o. 21 0,015 o ,036 

As figuras 2 e 3 mostram as micrografias 
dos do is ferros fundidos. 
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Fig. 2 Micrografia do ferro fundido cinzen
to ferrltico. Ataque: Nital - 2%. 

Fig. 3 Micrografia do ferro fundido nodular 
Ataque: Nita1 - 2% 

RELAÇ~O ENTRE A MlCROESTRUTURA E A CONDUTIBI 
ll DADE Tl:RMI CA. 

Considerações gerais. As propriedades de 
campo são caracterizadas pelas equações de 
campo. Uma dedução teórica para uma determin~ 
da propriedade de campo tem validade para ou
tras propriedades do mesmo grupo. 

Entre a res istivi dade e a condutibilidade 
térmica, existe uma proprocionalidade inversa 
{p: À-1). 

Como a equação mfcroestrutura-propriedade, 
para uma determinada propriedade de campo po-
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te ser transposta a out r as propriedades do 
mesmo grupo, conforme ji citado acima, as e
~uaçoes desenvolvidas para a co ndutib111dade 
elêtrlca são, por exemplo, diretamente apli c! 
veis para a condut ibi lida~ e térmica, valendo 
para ambos os casos a proporcionalidade inver 
sa ~ ~ -l (p = resistividade, ~ = condutibi~ 
lidade) . 

\ob a hipÕtese da fo rma esferoidal para as 
pdrtT~ulas da fase dispersa e levando em con
sideração a sua orientaçao, a equação micro
estrutura-p ropried ade para um campo elétr i co 
est.aclonârio sob a forma de integral,na qual 
pode ser introduz ida uma determinada pro prie
dade de campo em anã I i se 131 ê: 

de 
1 - c 

• • • ( 1 ) 

Esta equação, quando ca l culada exp l icita
meute 171, co nstitui-se a denominada equação 
ge ner1ra microest rutu ra -resist ivl dade: 

lPclf( Focos2~o) A~(Fo,cos2ao) 
PM 

.. • ( 2) 

onde 

1 
p ~( I) Pc 0 (J-F0 )cos 2a 0t2F 0 (1- cos 2u0 ) PH 

A-
f' • ( -1 ) P Pc 0 (1-F0)cos 2a0+2 F0(1-cos 2a0) M 

~ F0 (1-2F0 ) 
r {I , I 0 5 tX ) = (3 ) 0 0 1-(l-F0 )cos 2a0-2F0(1 - cos 2a0) 

- 1 ( 4) 

I 0 fator de forma i ndi re to 
~os 2u ~ fator de or1entaçao 
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p : resistividade 
c = percentagem volumétrica 
indicas: 

O - para a fase dispersa 
M - para a matriz, e 
C - para o material bifãsico. 

Nestas equações, as influéncia s da microe~ 
trutura estão quantificadas através dos fato
res estereolÕgicos de co ncentração, forma e~ 
rientação das partícula s da fase dispersa . 

O fator de forma F0 e obtido na figura 4,a 
partir da relação entre eixos Z/X . 

o 

j 
• , 

tó I 

~ IÓ a 

õ .... 

. 
.I / 

I 

I 
I 

v .--

a/ a f 
0,001 0,0007843. 
0,004 0,0031257 
o,ooe 0,006219st 
(\02 o,ot531-r 
0/)6 0,043~ 

Q,l Cl,06959e 
0,4 0,2059-z 
0,8 q3027e 
2 0,41322 
6 0,4783e 

tO 0,489~ 

I 
40 0,4989. 
80 0,4996e 

200 0,4999. 
600 0 ,4999. 
1000 0,4999, 

-ro• 

Fi g. 4 

16' tó' 11:1' td rd 
ReloçOo entre elxoslz/xl 

Fator de forma , indireto, 
propr i edades de campo, como 
ção da re lação entre eixos 
esferõides. 

par a 
fun 
das 

Para alguns casos especiais de orientação 
e forma, a eq uação (2) simplifi ca-se conside
rava lmente. 

Como casos especiai s de orientação, mere
cem menção os seg uintes: 

- orientação es tat1stica (as esferÕides dis-
persas não estão or ientadas): 

- completa orientação na direção do campo (t~ 

das as es fer Õides dispersas e~tão orientadas, 
com os seus eixos de simetria, paralelamente 
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i direçio do campo, cos2 a= 1); 

completa orientação numa direção perpendic~ 
lar i direçio do campo (os eixos de simetria, 
L, de todas as esferõides dispersas, estão o
rientados perpendicularmente ã d1reçio do cam 
po; c os 2 a = O). 

Como casos especiais de forma podem ser ci 
tados: 

- o dis co ci llndrico achatado, que ocorre 
l.jUaudo a relação entre os eixos de simetria 
(z) e s ecundirio (x), das esferõtAes disper
sa s , se torna muito pequena (F= O) para 
(z/ x) =O); 

" esfera , para a qual a relação entre os ei 
xus de s imet ria (z) e secund~rio (x) das esfe 
ro1des dispersas ~ igual a um (F = 1/3 para 
(1/ X) = J), 

LI barra (bastao) ci llndrica, que ocorre 
tl" " ''do a relaçao ent r e os eixos de simetria 
( 1) e secundãrio ( x) da s esferõides dispersas 
~ e t orna muito grande, isto em ocorre no caso 
1 JWi Le, no qual o eixo secundirio torna-se 
"111 f ini t amente" pequeno em confronto com o e_! 
xu d~ s imetria, finitamente grande (F= 1/2 
11•1 ra (z / x) = <»). 

n quadro 1, contetn as expressões resul tan
l ,• s da equação ( 2), para as combinações possi 
v P t i dos casos especiais de forma e de orien
ldçao das particulas da fase dispersa 181, on 
li 11 il r e S i S ti V i d a d e ( e 1 e t r i C a 011 te rm i C a ) 

'uhs lituída pelo seu inverso.( p = >.- 1 ). 

'"· pe la condutibilidade (elétrica ou 
I •I ) • 

e 

ou se 
termi 

us d1 scos cilindricos dispersos - caso ex
l i t•tuo onde 1 i rn /Z/X " O - , orientados perpen
d 1, uI t1 rmente ã direção do campo , e as barras 
(b•, l oes ) cilindri cas dispersas- caso extre-
mu n11c.le lirn z/x = -, orientadas na direção 
do campo, correspondem ao arranjo das fases 
~~~~ p a ralelo (equaçõe'i ( 5 ) e (11). respectiva
ut~•n t e) . Por outro lado, O!> discos cilfndri cos 
d J-. pHsos, orientados na direção do campo,co!. 
,., ·.pondem ao arranjo da s fases em serie (equ!_ 
-. .tu ( I ) ) . 

fi iufluência da estrutura cristalina e da 
mtl r Uds lrutura de cada fase, sobre as respec-
1 tV ds cnndutibil idades, ~verificada em todas 
d b eq ua çoes . Ass im, por exemplo, a mesma fase 
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'"'• o ~.u I 

, :~•::1:: r~i .. , ,u 4• , .... -
One•t•~n utttfHtc • :f!•::·~::.:· •. , .. 

, ..•. ~ l·•o • Po·•cJ "•'''oi l'"ca • )o . 'c ~ 
o •o • •• !lo· •,.l Pc•hol 10 .. ~,. ., ... ,. 

( Jrn•Jt ..- ,, .. (errut• .. JifteJ 
... ... ,,, 

(I) Ctl (7) 

o.~J I. <o • le • lc (~)I/) .. ,.,. 
'c . "to ' c 

(I) 

•o·•c[ ·~~ ~ [ 
1
o) tH ••• l·c.··-- •o·•t Yf l·c

1 
• "'o • ._, 

ct H•· ,, ...... •c , .••. _ --r 

••• ~ . .. ,.. l,·~ •o • t,. 

(.-rruJo u PH•hh~ 

(f) (I OI (tt I 

Quadro 1 Casos espec 1a1s da equação genêri
ca microestrutura-dondutibilidade 
de materiais bifásicos com estrutu 
ra dispersa. 

em diferentes materiais bifâsicos , pode apre
sentar diferentes condut ibilidades, como re
sultado de diferentes tamanhos dos cristais 
{ora finos, ora grossos) 19 1 (influências da 
microestrutura em materiais monofãsicos). Em 
função disto, a influência das grandezas de 
estado e conhecida, através da condutibiltda
de de cada fase iso ladame nte. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS COM fERROS FUNDIDOS 
CI NZENTO E NODULAR, FERRTTICOS 

Dentre os diversos métodos existentes para 
a determinação da condutibilidade de mate-
riais, pode ser feita menção ao desenvolvido 
por S c h r o ed e r 11 O I . 

De acordo com este método, um ce r to mate
rial pode ter a sua condutibilidade térmica 
determinada através de mera medição do tempo 
necessãrio para a conde nsaçao de determinado 
volum~ de um llquido, que se vaporiza em con
sequê ncia dó calor recebido do corpo de prova 
em at~âlise. 

Este principio básico do método desenvolv.! 
do por Schroeder i utilizddo no condut~metro 

térmi co COLORA, apare l ho usado durante a rea
lizaçao dos ensaios, fi~ura 5. 

Foram usados corpos de prova cilíndricos, 
de di ~metro s e alturas nominais de 17,5 mm e 
20 mm. respectivamente. 

Com o intuito de uma minimizaçio das resis 
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Fig. 5 Condu tõmetro térmico CDt:ORA. 

tencias de contato entre os corpos de prova e 
os d1scos de prata do condutômetr o, as duper
ficies planas e~tremas dos corpos foram subm! 
tidas a uma operação de poli~en to, sendo ass! 
gurado, a inda ass1m, um suf•cien te ~aralel is

mo entre~~ mes~as. 
A figura 6, ~ostra os valores experimen

tais, para a condutibilidade têr~ica, obtidos 
nos ensaios realizados com corpos de prova de 
ferro fundido cinze nto e ferro fundido nodu
lar, ambos co~ matriz fe rrltica e a co~para
ção destes resultAdos éom curva s teóricas . 

Na comparação entre valores experimentais 
e teóricos, supos-se que as pa rticulas de gr~ 
fita, no ferro fundido cinzento, apresentam
se sob a forma de d•scos, estatisticamente o
rientados , e que, no ferro fundido nodular,as 
partículas de grafita apresentam- se sob a for 
ma de esferas. 

Com base em val ores mPdios da literatura 
11 1. 121, para as co ndut1bf11dades têrmicas 

-1 -1 -1 
das fas es P.ferrita 0,064 cal.s .em .K ; 

-1 - 1 -1 .. 
Agrafita • 0,268 ca l .s .em .K ), verlflca-
se a existê~cia de uma boa concordãncia entre 
os valores experimentais e a curva teõrica,p! 
ra o ferro fundido nodu l ar, não ocorrendo o 
~esmo para o ferro fundido cinzento. Isto po
de ser justificado pela expressiva influência 
de silicio sobr e a condut1bilidade térmica da 
matriz ferritica. As~im, a inclusão de 11 (em 
peso) de silício, na ferr1ta , reduz a conduti 
bilidado t êrm1ca em 50% e a i ncl usão de 21 

o.• 

' • 
~. . "'.• 
~ 

::!.. 
• u 
i ... .... 
... 
o 

) 

I 
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fig . 6 Condu t1 bflidade t ér~ica em função da 
concentraçao de grafita . 
Valores experimentais: 
-ferro fundido cinzento ferritico o 
-fe r ro fundido nodula r ferrit ico ó 

Curvas calculadas: 
Para particulas dispersas esféri cas 
·-·- (equação (8), quadro 1); para pa! 
ticulas dispersas, sob a forma de d is 
cos , estatisticamente orientados---
(equação (6), quadro 1) ; 
ÀM • 0 ,064 cal/s.cm.K , ma triz: ferrita 
ÀD 0 , 268 cal/s.cm.K, fase dis persa : 
grafita). 

(em peso), em 64~ llJI. Como ambas as curvas 
teóricas da figura 6 foram calculadas para u
ma mesma condutib•lidade térmica da matriz <i 
gual a da matriz ferrit1ca - com 2,71, em pe
so, de silicio, aproximadamente - do ferro 
fundido nodular ), torna-se explicâvel a loca
ção dos valores experiMentais, para o ferro 
fundido cinzento, acima da curva te~rica cor
respondente, jã que , neste caso, a matriz fe! 
rit 1ca (co• 1,81 , em peso, aproximadamente,de 
silicio) apresenta, na rea l idade, uma maior 
condutibilidade térmica do que aquela do fer
ro fund ido nodular. 

Um outro fa tor responsãvel pela divergén-
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tió entre valores experimentais e a curva teõ 
riçA, para o caso do ferro fundido ferrltico, 
i a fragilidade da suposição feita de que as 
parlículas de grafita possuem a forma de dis· 
cos estatisticamente orientados. 

As setas apresentadas, junto a curva teÕri 
ca obtida da equação (6) (para partic~las di! 
pct·-.as , sob a forma de discos, estatisticame_!l 
le ol'Íentados) , indicam que, se a citada cur
v• for calculada para o conte~do de silfcio 
que efeti vamente existe na matriz ferr1tica 
( 1 ,8%, em peso , aproximadamente) ~o ferro fu_!l 
úldo Linzento , haverã uma melhor concordância 
~nlre o~ valores experimentais e a curva teõ
' ica, ,,ara tal ferro fundido. 

Nn rn di~ . destaque-se a confirmação do pre
vt~tu pela teoria: para concentraçoes de car
hono iguais, o ferro fundido cinzento aprese_!l 
t~ mai ores valores para a condutibilidade têr 
miLa do que o ferro fundido nodular. 

R(IAÇAO ENTRE A MICROESTRUTURA E O MODULO OE 
YOIING 
fonsideraç~es gerais 

Em um material monofãsico, submetido a uma 
força unidimensional, reina um estado homogi
neo de tensão e deformaçio, o qual experimen
ta alteraç~es, quando uma segu nda fase i dis
persa no mater ia l. 

A~ concentrações de tens~es. resultantes 
dd trt clusão da fase dispersa. ,.dependem - como 
comprovam os câ lculos te~ri~os de elasticida-
de e as medi çoes Õti cas de tensões 1141 - da 

concunlraçio , da forma e de orientação - em 
1 eln~ao ao campo - das part1cu1as da fase di~ 
rcr , a, JSSlm como das constantes elisticas 
(tnodttlo de comp ressão K, módulo de cisalhame~ 
to r:, modulo de Yo~ng E e coeficiente de Pots 
:. rlrt ) ria matriz e da fase dispersa. 

A· concentrações de tensões são mã~imas em 
u· ( •· i)(o vertical, figura 7a), quando as par
I Í•u ltJ!> da fase dispersa são elasticamente 
ttt.tt .., "dura s" (E0 > EM) do que a matriz, e , m~ 

1111 o., ern A ' , A { eixo h o r i z o n ta 1 , f i g u r a 7 a ) • 

'l" •'udu as partl'culas da fase dispersa são e
,,,.,Ltrarnente mais "moles" {Eo <EM) do que a 

tu.dt' lt. E. quanto maio r a distância a par-tir 
J,, ~ upcrficie limite entre as fases, mais re
tllltidt~ !> se tornam as tensoes. as quais atin-
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(o) ( b) 

F1g. 7 Concentrações de tensões: a) devido a 
uma particula dispersa esferica; b) de 
vido a um poro esferoidal. 

gemo valor da tensão normal, a uma distância • de três a quatro vezes o raio da particula 
dispersa. 

Para a dedução de uma relação quantitativa 
entre o mõdulo de Young e a microestrutura de 
materiais bifisicos, utiliza-se informações 
estatisticas, resultantes de medições com si1 
temas de um. dois, três ou n pontos e que são 
reunidas nas chamadas "funções de correlação~ 
Os fatores estereolÕgicos são então correla
cio nados com informações obtidas dos pontos 
de medição sobre a frequência de aparecimento 
de uma certa tensão e respectiva deformação.O 
tratamento estat1stico de tais funções de cor 
relõçao ~ornece duas soluções !151. das quais 
sao obtidos os valores limites mãximo e mini
mo, entre os quais situa-se o mõdulo de Young 
do mater ia l bifãsico. As sucessões de valores 
limites, para todas as concentrações de fases 
posslveis, de um material btfisico resultam 
nas curvas l'imites, as quais situam-se tanto 
mais prSx1mas entre si, quanto maior for o ni 
mero de tnformaç~es sobre a microestrutura,ou 
seja, quanto mais estas confirmarem a homoge
neidade, a isotropia, ou a desordem da estru
tura do material (bond principie). 

o conteúdo de informaçóes. que serve de b! 
se para as curvas limites e estabelecido por 
meto do sistema de medlçio de um, dois ou 
mais pontos e i expresso atravês do denomina
do "n~mero de ordem". O número de ordem um 
corresponde ao caso em que as curvas limites 
sao relativas aos arranjos das fases em para
lelo e em série. 

No caso de um estado de tensao uni-axial e 
lâstica, e para um arranjo em parale lo, ocor-
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re uma ~esma 1ntens1dade de deformação em am
ba s as fases . Tal arranjo corresponde ã curva 
limitrofe superior , de primeira ordem , pa ra o 
m~dulo de Young de mater1al bifásico !16J: 

{12 ) 

, m~dulo de Young do m~te ri al bifásico 
módulos de Young das fases l e 2 ,re~ 

pectivamente 
porcentagens volumétricas das fases 
1 e 2. respec t ivamente. 

O arran jo das fases em si r ie , por outro la 
do, impl ica em igualdade de tensão em amlfas 
as fases e corresponde ã curva limltrofe infe 
rior, de pr i meira ordem, para o módulo 
Young de um material bifãsico !16 1: 

\, 

de 

( 13 ) 

Para outros módulos elãsticos (G , K), sao 
vá l idas, exatamente. as mesmas relações, na s 
quais os m~dulos de Young são substilu i dos, 
na s equações (12) e ( 13), pelos modulos de ci 
salhamento (G) e de compressão (K) ll7f. 

As curvas l imitrofes de segunda ordem , pa
ra o mõdulo de Young de materiais bifãsicos, 
com estrutura dispersa, são obtidas da resolu 
ção das funções de correlação correspondentes 

( 1 4) 

sendo que Kc e Gc• para discos cilindr icos . ~ 
rientado~ estatisti camrnte, são dado s pel as 
equações (Al) e ( A2) do Apêndice e para esfe
ras, pe l as equações (A3) e (A 4) do Apêndice. 

O cilculo do módul o de Young de materiais 
bifãsicos requer, de acordo com as expressoes 
citadas anterio rmente (Vide Apêndice), o co 
nhecimento dos coefi cientes de Poisson e dos 
módulos de suas fases. 

:.iuitas vezes. a influenc1a da microestrut~ 
ra ê "ofuscada"pela dispersão dos valores me
didos e que assim tal influência sõ será n1ti 
da - e, consequentemente , de relevância tecni 
ca -, quando os mõdulos de Young das fases do 
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material bifásico diferenciarem-se de mais de 
uma ordem de grandeza. 

RESUL TAOOS EX PER I'~ENTAI S COM FERROS FUNDI DOS 

CINZENTO E NODUL AR 

Pode-se mencionar dois métodos bisicos pa-
ra a medição do mÕdulo de elasticidade: 

- Método da resposta em f requência 
- Método da reverberação. 
No presente traba l ho, foi usado o "ttêtodo 

da resposta em frequencia". 
Neste método, uma amostra do mater1al a 

ser analisado é 'us inada em forma de barra e, 
em seguida , engastada em uma ou em ambas as 
extremidades. Esta barra sofre uma excitação 
atravês de uma forço harmõnica, cuja frequên
cia pode ser variada dentro de um certo inte! 
valo de valores. Déste proced imento resulta 
um grifico ampli)ude x freq uência, no qual se 
procede a lei tu r a da frequênc i a na tu r a I, cor
respondente aos po ntos de mâxima amplitude. 

Com base na equaçao (A4), do Apênd1ce. l 18 1 
pode-se ca lcula r o mÕdulo E. a partir de uma 
frequência natural, de ordem n, dada em Hertz: 

E ( 1 5) 

onde: E- kgf/cm 2 (kgf/cm 2.9 , 80665. 10- 2=Ntmm 2) 

I - cm 4 

m - kg/cm 
~. - em 

f n - lü 

81 - adimensional 

Os corpos de prova (barras de seção retan
gul ar com comprimento livre de 200 mm) são ri 
gidamente afi xados {por engastamento simples) 
ao suporte dn "Modulus Apparatus" onde sao 
submeti do s a uma varredura dP. f requênc ia~ - 2 
a 2000Hz, com controle ma nual - através do 
t ransdu tor indutivo, ligado ao osci l ador de 
f requências, veja figura 8. 

Os movime ntos de vibração produzidos nos 
corpos de prova são captados pe lo transdutor 
capacit ivo , cujo sinal, passando pelo pré-am
plificador, chega ao ampiifica dor , onde se 
torna possível, por um visor, a avaliação das 
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amplitudes das vibrações. 

Fig. 8 - Equipamento usado na determinação 
das frequências naturais dos corpos 
de prova de ferro fundido cinzento 
n od u 1 a r 11 g I . 

Assim procura-se detectar vã ria s frequên
cias naturais (de ordens diferentes) de osci
lação dos corpos de prova, por meio de sim
ples verificação (no visor do amplificador) 
dos "picos" de amplitude de oscilação e subs! 
quente medição das frequências de oscilações 
equivalentes (que pode ser feita, por exemplo 
por ug contador de pulsos "Racal•). 

Na figura 9, os valores experimentais . pa
ra o mÕdulo de Young, obtidos nos ensaios,são 
comparados com cu rva s teõrlcas: calculados u
sando-se as equações(l4, 15 ~ 16)para o ferro 
fundido ci nzento e as equações (14, AJ e A4) 
para o ferro fundido nodular. Para a compara
ção entre os valores experimentais e os valo
res teõricos, supõe-se, que as part1culas de 
grafita, no ferro fundido ci nzento, apresen
tam-se sob a forma de discos, estati sticamen
te orientados, e que , no ferro fundido nodu
lar, as part1culas de grafita apresentam-se 
sob a forma de esferas. 

Sendo tomados valores médios da literatura 
111. 12, 131. para os raõdulos de Young e os 
coeficientes de Poisson da s fases (E u ~ 

-2 ,., 
Eferrita ~ 200000 N.mm ; vM • vferrita 
0,31; E0 • Egrafita • 10500 N.mm-2; vd = 
vgrafita • 0,14), vertfica-se uma boa concor 
dancia entre os valores exper imentais e a cur 

va teõrica, para o ferro fundido nodular, o 
que confirma, para este caso , a validade da 
suposição feita (forma esferica, para as par
tTculas de grafita). Para o ferro fundido ci~ 
zento, entretanto, não é verificada uma boa 
co ncordãncia entre os valores experimentais e 
a curva teõrica, denotando, para este caso, 
uma fragilidade da suposiçao feita (fo rma de 
discos, estatisticamente orientados, para as 
part1culas de grafita). I sto significa que a 
microestrutura real, para este caso do ferro 
fundido ci nzento, é relat ivamente diversa da 
hipoteticamente suposta. 

"' z 
~ 
o ,.. 
w 
o 
o •.20 . 
.J 
~ 
o 
o 
1 

0 ,'1'0 
9.0 

Fig. 9 -

Valores 

a--:::..r --
1-Fl ·--0 t : • ;r • • 

6 A 6 ,.-..--

-- --. 

I 

I 

10,0 11,0 12.0 13,0 

COHC[NTitAÇAO O[ GRAFITA I .. [N VOL I 

MÕd u 1 o de Young em função da concen-
tração de grafita. Valores experime~ 
tais. - par a ferro fundi do ' ci nzento 

- para ferro fundido nodular 
da literatura: 

- para ferro fund tdo nodu lar, 
Curvas calculadas: Para partículas dispersas 
esféricas: -·-·- (equações (14 , A3. A4); para 
part1culas dispersas , sob forma de discos,es
tatisticamente orientadas---- (equações (1 4 . 
Al, A2); E..,-= 200000 H.mm- 2 (mat riz : ferrita) 
E0 10500 N.mm - 2 (fase dispersa: grafita); 
VM = 0,3 1; v0 a 0,14. 
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RELAÇAO ENTRE A MlCROESTRUTURA E O COEFICIE N
TE DE EXPANS~O T(RMJCA LINEAR 

Considerações gerais. O coeficiente de ex
pansio tirmtca (~v) i definido como a varia~ 
ção de volume (6V) - em decorrência de uma m~ 
dança de temperatura (ól) - relacionada a um 
volume inicial (VA)' para pressão (p) cons-
tante e composição qulmica (c 1) imutável: 

( 16) 

Admitida a h1pôtese, segqndo a qual, o co! 
f1ciente de expansao térmica apresenta, para 
pequenos intervalos de temperatura, uma depe! 
dencia desprezivel em relação a esta tempera
tura, e integrando a equação (16), resulta: 

( 1 7) 

" 
Assim, um material isõtropo tem o seu coe-

ficiente de expans ão termica linear (a) dado 
por: 

v ,_u 
(18) a =-

3 3AT VA IH ~A 

onde: A~ = variação de comprimento para uma 
determinada diferença de temperat~ 
ra T; 

oA com primento inicial ã temperatu ra 
am!Jiente TA. 

Quando um material bifásico - pressuposta 
uma isot ropia e admitido um comportamento e
lástico linear de suas fases - e aquecido 
(AT = 1 - TA)' as suas fases expandem-se des1 
gualmente, de modo que cada uma delas se con! 
titui um"obsticulo" para a expansão da outra, 
originando-se em consequincia, tensoes inter
nas. Quando, por exemplo, a matriz se exp ande 
termicament~ menos do que a fase dispers~ 
(uM < ~0 ), surgem , então, tensões de traçao 
(~o) na matri z e tensões de compressão (-o) 
na fase dispersa . 

A equaçio genirica mi croestrutura-coefici
e nte de expans~o térmica linear de materiais 
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bifãsicos, com estrutura dispersa e 1131: 

Tal equaçio, conforme pode ser notado, es
tã diretamente associada às propriedades elãs 
ticas do material bifãsico, dependendo, as
sim, das suas respectivas determinações. 

Dentre os diversos métodos existentes para 
a determinação do coef1cien te de expansão t e_!: 
mica linear de materiais, pode ser feita ref! 
rencia ao util izado no desenvolv ime nto do di
latômetro eletrônico comparativo , 120 1 para 

alta s temperaturas. 
A figura 10, mostra o dilatômetro eletrôn~ 

co comparativo Netzsch 402E e o forno que ga
rante um aument9 continuo de temperatura so
bre o corpo de prova em anãlise . inserido no 
dilatômetro , equipamento usado nos ensaios P! 
ra a determinação do coeficiente de expans ão 
1 i near . 

Fig. 10 - Dilatômetro eletrônico comparati vo 
Hetzsch 402E. 

Resultados experimentais com ferros fund i
dos cinzento e nodular. foram usinados cor 

pos de prova cilindricos com diâmetros e com
primentos nominais de 6,0 mm e 45,0 mm, r es
pectivamente. 

Com o intuito de se garantir uma suficien
te precisão nas medições das expansões tirmi
cas lineares do s corpos de prova, as superfi-
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cies planas extremas dos mesmos foram submeti 
das a uma retif icação , sendo assegurado, um 
sufic i ente paralelismo entre as faces . 

Nos ensaios realizados, o intervalo de te~ 

peratura selecionado foi fixado entre 20°C e 
600°C. A seleção do límite inferior do inter
valo foi feita em funçao da temperatura ambi
ente aprox1mada de 20°C e a seleça o do limite 
superior foi feita de modo a tornar tio gran
de quanto poss1vel, fazendo com que, de um l~ 

do, os ensaios proporcionem uma boa represen
tatividade do comportamento termfco do mate
rial do corpo de prova e, de outro lado, com 
que nao seja atingida a temperatura de trans
formação da estrutura ferr1tica em austeniti-

A figura 11, apresenta valores experimen
tai s , para o coeficiente de expansão térmica 
l inear - obtidos de ensaios r ea lizados com 
corpos de prova de ferro fundido cinzento e 

ferro fundido nodular, ambos com matriz ferrf 
t ica e sua comparaç~o com curvas te5ricas. 

As curvas Leõricas foram ca lculada s usando 
se as equaçoes {19) e (15) para o ferro fundl 
do ci nzento e (19) e (A3) para o ferro fundi 
do nodu 1 ar. 

Para a comparaçao entre valores experimen
tai s e valores teõricos, ê suposto , no ferro 
fund ido cinzento, que as partTc ulas de grafl 
ta se apresentam sob a forma de discos, esta
tistiramenle orientados. e que( no ferro fun
dido nodular, as partículas Ge grafita se a
presentam sob a forma de esferas. 

Foram tomados valores médios da li teratura 
111, 12, 13 1, para os módulos de Young, para 
o~ coeficientes de Poisson e para os coefici
entes de expans~o tirmica linear, das fases 

-2 
((M ~ Eferrita = 200000 N.mm ;vM = vferrita 

-6 -1 = 0,31; 11M ~ uferrita = (14.0)(10 )K ; E0 ~ -2 
Egrafi ta = I 0500 N :mm ; "g = vgrafi ta " O ,14 
"o = Clgrafita = {2,90)(10- )K- 1). Verificou
se a existência de uma boa concordância entre 
os valores experimentais e as curvas teóricas 
para os ferros fundidos cinzento e nodular. 

Devido ã grande diferença entre os módulos 
de Young da matriz {ferrita} e da fase dispe~ 
sa (grafita), as particulas de grafita não 
constituem, praticamente, obstãculo algum a 
livre expansão da ferrita. Assim a forma das 
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part1 culas tem Uhla influencia muito pequena 
sobre o coeficiente de expansão térmica li
near, de modo que os valores teóricos e expe
rimentais para o ferro fundido nodular devem 
estar bem pr~ximos aos correspondentes para o 
ferro fundido c1nzento. No caso do material 
analisado, a diferença entre a composiçao qui 
mica do ferro fundido cinzento e a do nodular 
constituiu-se num fator responsável pela aif! 
rença do s resultados experimentai s e te5ricos. 

16,0 

~ 1$,0 

~ 
ct 
\,! 14,0 

l ... 
... 
~~~ 
~ 
l:; 
o 

-
• ,.-

• 

-- -

i~ f- · d l - -o-.-. ~ ., : I 
' r 

o 12,09P 10,0 11,0 12/J 131> 
CONCENTRAClO DE GRAflTA I '!'. EM VOU 

Fig. 11 - Coeficiente de expansão térmica l i-
near em funçao da concentração de 
grafita (293-873K). 

Valores experimentais: 
- ferro fundido cinzento (o em argônio; 

no 'tãcuo) 
- ferro fundido nodular 

no vácuo) 
Curvas calculadas: 

em argônio; 

- Para partículas dispersas esfericas: 
(equações (19) e (A3); 

- Para partic~las dispersas, sob forma de dis 
cos , estatisticamente orientados--
(equaçoes (19) e (Al); 

-6 -1 aM • 14,0.10 K (matriz: ferrita); 
-2 -6 EM = 200000 N.mm ;vM = 0,31; Q.o = 2,90.10 

K-l (fase dispersa: grafita}; E
0 

• 10500 
-2 N . mm ; v0 = o , 14 . 

CO~CLUSOES FINAIS 
O traba l ho desenvolvido permite um melhor 

entendimento sobre as relações quantitativas, 
existentes entre a microestrutura e algumas 
propriedades de materiais bifãsicos. 

Ensaios fo ram realizados com ferros fundi
dos nodular e cinzento, ferrTticos. se nd o 
constatada uma considerável concordáncia en-
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tre resultados experimentais e v~lores teiri
cos para propriedades, tais como a condutibi
lidade térmica, o mÕdulo de Young e o coeficl 
ente de expansao térmica linear. Isto vem co~ 

provar que, sendo conhecidos os valores, de ~ 
ma dada propriedade, rara anbas as fases de 
um dado mater1al bifasico (grafita e ferrita. 
no caso do ferro fundido ferrTtico), assim c~ 
mo, a concentraçao, f orma e o arranjo geomé
trico dd fase disp~rsa (grafita, no caso do 
ferro fundido), torna-~e poss1ve1 a previsão, 
com uma boa margem de precisao, do valor da 
propriedade do material. 

Uma outra importante aplica~ao dos resulta 
dos do estudo desenvolvido, cohsiste na possl 
bi l idade de ollmizaçoe\ da mtcroestrutura,com 
o intuito de melhor1as - previamente estabel! 
cidas - de propriedades de materiais bifist
cos (obtençao de materiais "sob medida"). 
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E o 
2(1+v0 ) 

EM(3-5c0) 

l2(1+ vM) 
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APrNOICE 

(Al) 

( A2) 

(A3) 

(A4) 

Kc• Gc mõdulos de compressão e de cisalhamento,,respec tivamente, do material bifãsico. 
Ec• EM' E0 • módulos de Young do material bifásico , da matriz e da fase dispersa, respectiva-

mente. 
c0 concentraçao volumétrica da fase dispersa. 
a, b eixos grande e pequeno, respectivamente, das esferÕides dispersas. 
"c• "H' v0 coeficientes de Poisson do material bifásico, da matriz e da fase dispersa, res

pectivamente. 

.. 
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INTRODUÇAO 
ObJetivo do trabalho. Este trabalho é par 

te de uma pesquisa bem mais ampla que visa d! 
senvolver o conhecimento básico dos proces
sos de soldagem, a tal ponto que se possa pr! 
determinar a geometria, as propriedades mecâ
nica s e as metalúrgicas da solda a partir do 
conhecimento dos ins umos e outros dados de en 
trada do processo. 

Entende-se que a pesquisa as•stm concebi da 
é mais promissora, permit1 nd~ uma ulterior a
plicaçao prãtica sobre uma base mai s sõl i da e 
mais extensa. Nao se pode conceber de outra 
forma a mtssao de pesquisadores de soldagem 
no âmbito da universidade. 

Visa-se aqui divulgar o desenvolvimento 
desta pesquisa apresentando, a titulo de exe~ 
plifi caçao , aspectos relativos ã influência 
da composiçao do arame-eletrodo combinada com 
1nfluincias de insumos e restrtç~es. 

Visao global do processo de soldagem. Sol
~agem a arco voltaico e o processo que trans 
f orma porçoes do material de base e do mate
tal de adiçao em uma junçio permanente chama 
a solda. 

As soldas resultantes diferenciam-se pela 

sua geometria e propriedades ~ecânicas e meta 
lÜrgicas tanto da solda como da ãrea adjacen
te pertencente ao •ateria l de base , que foi ! 
fetada pelo calor (Fig. 1). 

~~ bose l 
entrado 

Fig. 1 Entrada e saida do processo de solda 
gem. 

Fixado o material de base, qua nto ã forma , 
ãs dimens~es, ã composiçao quTmica, ã prepar! 
ção dos bordos e o espaçamento entre eles, e 
fixadas também as caracterlsticas do material 
de adição, a solda resultante dependerã ape
nas dos i nsumos e restriçoes próprias do pro-
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cesso Os i nsumos são: 
- o gâs de proteção; 
- energia elêtrica. 

As restr1ções são: 
- o comportamento estãti co e dinâmico da fon-

te de energia; 
- a velocidade de soldagem; 
- a velocidade do arame de material de adição 
- a posiçao de so ldagem; 
- as restriçoes est rutura is. 

A caracterTst1ca estãtica de arco, o tipo 
de transferência do material , a distribuição 
do ~alor e a so ld a resultante, dependem de 
ambos, i nsumos e restrições (Fig. 2) e defi
nem as caracterTsticas bãsi cas d~ operação de 
soldagern. 

.. Co•porte•tttlO 
do rontt 

- Yelot ododt u 
soldtgf'l 

• h l o<td•U ••t• t di(OO 
• PO\IÇOO dt 

uldoJ .. 
•ctV' I\OI• ., 
trwtwrt il 

UUAOA 

• llotulol •• 
but 

• "'''''•' de .. Iço o 

SOLOAG[II 

• Corotltr lstlca dt 
... co "olt•1co 

• Tr onsforincl a dt 
.. ui do • •••• 

• Ohtrlbvtç .. do 
ulor 

SAlDA 

SOLDA ( ICAT(IIAl 
AFETADO PELO CAlOR 

• Geo .. trlo 
• Pro Dr lododts •• 

cintcos • ,.,~,:: 
lurgl cos 

• Su pr •••nt.o dr 
tis de prote
çoo 

- Svprl•uto de 
turgh 

Fig. 2 Fluxograma do desenvolvimento dos pr~ 
cessos de soldagem. 

Enquanto a questao se co l oca em determinar 
as relaçoes existentes entre ins umos, restri
çoes e a geometria da sol da, pesquisa-se a 
so l dag em quanto aos processos. 

Por outro lado, enquanto a questão é de-
terminar a influéncfa das compos içoes do mat e 
rial de adtçao e do material de base sobre a 
solda e suas propriedade~ pesquisa-se no cam
po da metalurgia da solda e da so l dab i lidade 
dos materiais. 
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A figura 2 mostra que o estudo dos procei
sos se faz no campo indicado pelas setas hori 
zontais , enquanto que o estudo da metalurgia 
da so l da e da soldab1l1dade dos materiais se 
fa2 no campo indicado pe l as setas verticais. 
Todavia, esta é uma cla~s1ficação formal,pois 
um estudo promissor deveri integrar estes 
doi s aspectos da soldagem. 

Apõs vãrios anos dedicados ã pesquisa c~m 

ênfas e nos processos de soldagem, tendo resul 
tado daTa edição do l1vro intitulado TEC~OLQ 
GIA DA SOLOAGEM A ARCO VOLTAICO, a equipe do 
LABSOLDA-UFSC volta-se agora para o estudo da 
metalurgia da solda e dn soldabilidade. Esta 
nova i nfa se nio provocari descontinuidades no 
programa geral de pesquisas, porque se de~en
v ol ver~ integrad~ com o estudo dos processoç . 

I 
A abordagem proposta neste trabalho. Neste 

trabalho apresenta-se um estudo da sold~gem 
MlG/ HAG do aço SAE 1008 com dois elitrodos de 
composições diferentes. 

0 C0 2 e O argÔniO são OS gases que , puros 
ou misturados,sio usados como protetores do 
arco atuando diferentemente. O prineiro ag e 
como agente carburante-oxidante e o segundo 
nao t em função quTmica, mas apenas fTsica. 

Face ao exposto e ainda tendo-se em v1sta 
que o mate r ial de adição no processo MI G/ HAG 
i o prÓprio eletrodo, acredita-se que o teo r 
de C, Si e Mn ne le contido, bem como a natu1·e 
za do gãs de proteção originam i nfl uências : 
no co ns umo do arame-e l ~trodo, na produçao de 
mrtterial de adição, na geometria da solda, nas 
suas propriedades. 

Inicialmente fixam-se a corrente, a tensao , 
o diâmetro do elêtrodo e a velocidade de sol 
dagem e adota-se: (a) como v a ri ãvei s i ndepell
dentes. a composiçao do material de adiçio, a 
polaridade do eletrodo e a natureza do gãs de 
proteçao; e (b) como variáveis dependentes : o 
co nsumo do elêtrodo, a produçao de mater1al 
de adiçao, a ãrl!a adicionada da solda, a peu~ 

traçao linear, a penetração em ãrea e a dur~

za máxima. 
Posteriormente, para complementar o estudo, 

cada u~a das variáveis dependentes serã est~ 

dad a em funçio também da corrente, da tensio 
e da velocidade de soldagem. Neste trabalho, 
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esta Última parte se restringe ao estudo 
consumo do elêtrodo. 

do 

ESPECIFICAÇOES 
Arames-eletrodo. Neste trabalhb comparam~ 

se dois tipos de arames comerciais, de 1,2 mm 
de diâmetro, um deles (E 705·3) possuindo um 
baixo nível de elementos endurecedores (Si, 
Mn) e outro (E 70$·6) tendo alto nivel destes 
elementos. As composições limites são mostra
das na tabela 1. 

Eletrodos c Si Mn p s Cu(~~ 
vest1 

(%) (%) (S) ( 2: ) (%) mentq 

E 70S-3 o. 100 0 ,60 1 ,20 0,045 0 ,024 0,40 

E 70S-6 o ,130 0,92 1. 60 0,042 0,020 0,31 

Tabela 1 Composição quTmica dos arames-ele
trodos utilizados. 

Outras especificações. Em todo o trabalho 
as seguintes variãveis foram mantidas constan 
tes no valor especificado: 

ma ter i a 1 de base: - aço SAE 1008 de 6,3 5 mm 
de espessura (1/4"); com

gãs protetor 
processo 

posição: C-0,072;Mn-0 ,41. 
argônio e co2 puros 

- soldagem plana sobre face 
- elêtrodo com movimento r! 

tilineo uniforme (sem os-• 
cilações transversais) 
distânci; da tomada de 
corrente a chapa: 15,5 mm 

- corrente continua em pol! 
ridade direta e inversa 

fonte de corrente:- marca Carl Cloos, modelo 
GLC-303-PA/3 com ampera
gem mãxima de 350 A e ten 
são de 34 volts. 

[$TUDO EXPERIMENTAL DA GEOMETRIA DA SOLDA 
Procedimento experimental. Pata melhor es-

tudar o assunto fixaram-se , alem das variá-
veis jã especificadas nas seções anteriores 
deste trabalho , mais as seguintes: 

1 = 180 A; V ; 30 volts; v
5 

D 30 cm/min 

Como variáveis independentes foram constd~ 

41 

radas: a composição do arame (E 70S-3 ou 
E 70S-6); o gãs de proteção (argõnio ou COz)> 
e a polaridade (CC+ ou CC-). As variáveis de
pendentes, determinadas por mediç~es nos cor
pos de prova, foram: a ãrea adicionada (A1); 
a ãrea penetrada (A2); a ãrea afetada pelo c~ 
lor (A 3); a largura da solda (b); o reforço 
da solda (r}; e a penetração linear (p). 

As medidas foram tomadas sobre uma seç~o 

reta particular da solda, a qual foi escolhi 
da, de modo a garantir a legitimidade dos va
lores, pelo »critério do rendimento de depos! 
çio", o q~al passa-se a expor. 

O rendimento de deposição pode ser determi 
nado, para a solda inteira, por pesagens. As
sim 

p2 - pl 

Pe 

onde P1 i o peso do material de base antes da 
deposição por soldagem; 

p2 e o peso do material de base e da sol 
da apôs a soldagem; 

Pe ê o peso do material do eletrodo que 
foi consumido na execução da soldagem. 

O rendimento de deposição também pode ser 
ca lculado para uma seção particular da solda. 
Assim 

onde A1 e a ãrea adicionada da solda; 
d o diâmetro do arame (1 ,2 mm); 
vs a velocidade de soldagem; e 
va a velocidade de mergulho do arame. 

O critério para selecionar uma seção reta 
particular da solda, de tal modo que se pude~ 
se garantir que esta seção e representativa 
da solda como um todo. consistiu em escolher 
a seção para a qual 

expressão que resume o critério proposto pe
los autores e denominado, simplificadamente, 
de "critério de rendimento de depostçio". 

A tabela 2 indica os valores determinados 
experimentalmente. 
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Kroas de nuaZ CO"'ll_rllllCIItO$ ..... 11!111 

Al Az Al b r p 

..., 
C02 

CC+ L7,S 18.9 54 .z ll. 7 2.1 2,80 
I 

:g CC- 30 o 8.4 3_7 6 12 .o 3,2 1,65 .... 
CC+ 17,6 7.0 SS,7 10,? 2,6 1,20 

UI Arg 
CC- 26,9 S.B 50.0 10.5 3 .5 1.10 

.o C02 
CC• 1S .a lS .9 35.2 10,5 2.3 2,SS 

I n CC- 30.0 J2 .1 44 6 10,6 l 9 Z. lO ,.. 
CC+ 15.6 5,3 47 , 4 8,8 2.6 1.20 

OJ Arg 
CC- 28,3 s.z 28.3 10,4 3 9 l. os 

Tabela Z 

Análise dos resultados 
a) Quanto ã ãrea adicionada (A1 ) 

Observou~se que o fator preponderante a in 
f luenciar no valor da ãrea adicionada e a po
laridade. Sendo idênticas as demais condi
çoe~ de soldagem, pode-se dizer que a polari
dade direta (CC-) semp re conduz a uma ma1or! 
rea adicionada. 

O se9undo fator, em ordem de importãncia,e 
a comros1çao do arame. Nas condições das expe 

\. -
riências relatadas, a mãxima ãrea adicionada 
foi obtida na polaridade direta {CC-) e com 
proteç4o de co2 , sendo seu valor de 30 mm 2 . P! 
ra os dois tipos de amares-elêtrodos utiliza
dos. Porêm, com a mesma polaridade (CC-), ma s 
com proteção de arg6nio, obtem-se maior irea 
ad1ciondda c~m elêtrodo E 70S-6. Soldando-se 
c.om a polaridade inversa (CC+), a ãrea adiciE_ 
nadd i maior com elitrodo E 70S-3. seja qual 
for o gãs protetor. 

N~s condições desta experiência, observou
~e que, para igual arame-eletrodo e para po
l aridade inversa (CCt), a ãrea adicionada pr! 
Liramente nao varia com a mudança do gãs. Po
r i m, na polaridade direta (CC·) o co2 oferece 
uond maior area adicionada. 
b) Quanto ã área penetrada (A2 ) 

A experiencia indicou que o fator mais im
portante • ~fetar o tamanho da irea penetrada 
i o gis de proteçao. Em condiçoes idinticas 
de soldagem, exceto quanto i natureza do gas 
de proteção, o co2 produz maior ãrea penetra
da. 

A composição do arame influi fazendo com 
que, sendo identicas as demais condições de 
soldagem, o arame E 705-3 produza maior pene
trdçao em ãrea, exceto no ca~o da soldagem 
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sob co2 em polaridade direta. 
A polaridade tem influencia marcante quan

do a proteção é de co 2• especialmente com ar! 
me E 705-3. Em condições estritament e compar! 
veis, a polaridade inversa (CC+) sempre ofer! 
ce maior penetraçio em irea. Porim, com prot! 
ção de argÔnio e arame E 705-6, quase nao hâ 
influência da polaridade. 

c} Quanto ã área afetada pelo calor (A3 ) 
Verificou-se que o fator mais importante 

quanto ao tamanho da área afetada e a composl 
çio do elitrodo . Analogamente ao que acontece 
com a área penetrada (A 2}, a área afetada(A3) 
i maior com E 70S-3, quando as demais condi
ções de soldagem são idênticas. A Única exce
ção a esta afirmativa ê o caso da sol dagem 
com co2 em polaridade direta. 

A influincia di polaridade se caracteriza 
por uma maior ã~ea afetada no caso de polari
dade inversa (CC+), exceL~ no caso de solda
gem com arame E 70S-6 sob co2. 

A proteção com arg5nio gera uma maior area 
afetada do que a proteção com co2 , exceto no 
caso de E 705-6 em CC-. Para E 70S-3 e CC+ a 
diferença e desprezivel. 

d) Quanto a largura da solda (b) 
As maiores larguras de sol da ocorrem com a 

rame E 705-3 e proteção de co2 • A menor larg~ 
ra foi obtida com elitrodo E 70S-6 em solda 
gem sob argônio com polaridade inversa (CC+). 
As demais condições de soldagem se equivalem 
quanto ã largura da solda resultante. 

e) Quanto ao reforço (r) 
Neste caso, a polaridade i o fator mais in 

fluente. A polaridade direta (CC-) gera ma1or 
reforço. 

A composição do arame qu~ causa maior re
forço ê a do E 70S-6, sendo iguals as demais 
condições. 
. O gâs de proteção influi, produzindo maior 

reforço a so l dagem sob argônio, mantidas as 
demais condições iguais. 

f) Quanto ã penetração (p) 
O fator mais marcante, neste caso, e o gãs 

de proteção. Sendo idênticas as outras varlã
veis, o co2 causa maior penetraçio que o arg! 
nio. 
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o segundo fator em importãncia e a polari
dade, onde a polaridade inversa alcança maio
res penetrações que a direta, em iguais condi 
çoes de teste. 

No tocante ã composiçao do arame, verifi
cou-se que a troca de E 70S-3 para E 705-6 
nao modifica a penetraçao se a soldagem se fl 
zer sob argônio. Sob co 2 a polaridade inversa 
(CC+) di vantagem no caso de eletrodo E 705-3, 
enquanto que a polaridade direta (CC-) dâ van 
tagem no caso de uso do eletrodo E 70S-6. 

ESTUDO EXPERIMENTAL DA DUREZA DA SOLDA 
Proced1mento exper1menta l . Para estudar os 

efeitos da composiçao do arame . do gãs de pr~ 
teçao e da polaridade sobre a solda de aço, 
procurou-se comparar as durezas da solda obtl 
da. 

Para melhor caracterizaçao de condições 
comparãveis, os autores adotaram o critério 
da durezana raiz da soloo . Ass i ra , mediram-se 
durezas, em cada seçao reta do corpo de pro
va, ao longo da linha paralela ã superfície 
das chapas que tangenciava a solda em seu ?O~ 

to de maior penetraçao. Desta maneira foi 
mais fâc1l caracterizar o mãximo da distribui 
çao de dureza ao longo de tal linha. Conforme 
se observa nas figuras 3 e 4, a dureza varia 
desde a dureza do material base (135 Hv) ate 
um mãximo , quando a linha de referência ta n
gencia a solda. 

Convim esclarecer que em :odos os corpos 
de prova, e também nas figuras 3 e 4, cada 
ponto dO diagrama de distribuiç~o de durezas 
ê realmente a media de, no minimo, três (3) 

medidas. Especialmente no 1ntervalo (- 1 mm , 
fi mm) no entorno da dureza mixtma , tomada 
com referência zero, cada ponto representa a 
media de cinco (5) medidas. 

A tabela 3 apresenta a mêdia das durezas 
obtidas no cltado.intervalo (-1 mm , +1 mm). 

Anilise dos resultados. Quando se solda 
sob proteçao de co 2 a composiçao tem influên
cia primordial; sob proteçao de argônio ê a 
polaridade que possu1 influência ma1s notãvel. 

Quanto ã composição do arame-elêtrodo,con~ 
tatou-se que, quando todas as demais variá-
veis permanecem constantes, o arame E 70S-6 

A1 • 30,1 rnm2 
A2 • 8,4nvn2 
A3 e31,6mm2 
A1• A2:38,6nu112 
P '" I06INII 

• 

HV 
220 

Voro/1111• 8,76 mlmln 

[

C02 
c~;.

E·70S·J l :ISO A 
V= !O volta 

6 8 [mml 
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Fig . 3 Distribuição da dureza e geometria da 
solda, obtida com o eletrodo E 705-3, 
em po l aridade di re t a (CC-) e arco em 
atmosfera de co 2. 

AI • 30pmm2 
A2 • 12,1mm2. 

At • A2 •• 4 2,1 mm2 
AJ s 41 4,6~NY~2 
P • 2,1mm 

V0 r-•8,14 onlrin 

c.c.· IC02 

E·~ 1•180 A 
V• 30 volts 

• 

Fig. 4 Distribuição da dureza e geometria da 
solda, obtida com o eletrodo E 70S - 6, 
em polaridade direta (CC-) e arco em 
atmosfera de COz. 



44 

apresenta maior dureza que o E 705-3. 
Por outro lado , sendo i nvariãvel a composi 

çao do arame, a dureza e bam maior no caso de 
polaridade inversa (CC+) quando a soldagem 
foi executada com proteção de argõnio. Quan
do a so l dagem se faz sob co2 a diferença de 
dureza resultante nao e significativa no ca
so do arame E 70S-6 , mas e um pouco maior,f~ 
vorãvel ao caso de polar1dade direta (CC-) 
quando se usa arame E 70S-3. 

Andlisando o efeito do gãs de proteção, ve 
rífi ca-se que, qua nd o a composiçao do arame e 
a me~ma, a solda fe1La sob argõnio resulta de 
maior dureza quando a polaridade e CC+ e m~

nor quan do a polaridade e CC-. 

I Hvmãx 

co 2 CC+ 168 ,0 
< 

I CC- 183,8 
V1 
o ..... Arg CC+ 202 ,2 
w 

CC- 150 ,o 

co2 CC+ 19l ,6 
ID 

I CC- 193,0 
VI 
o ,..._ Arg CC+ 205 ,0 

l w CC- 164,0 

Tabela 3 

A' ~LISE GLOBAL DOS RESULTADOS QUANTO A GEOME
TRIA E A DUREZA 

Os princ1pais resultados encontram-se int~ 
grdclos nas fig ura s 5 e 6. Nestas , temos seis 
ei~os coor de nados formando ãngulos de 60° en
tre si. Em cada eixo r epresentou-s e uma das 
var1 iveis estudadas em u•cala conveniente. C~ 
da solda pode entao ser representada por um 
pollgono de seis lados def1nido pelos pontos 
que indicrtm os valores do ~onsumo do eletrodo 
e da pr oduçao de materi61 de adíçao na execu
çao desta solda, da ãrea adic1onada e da ãrea 
penet rada da solda, da pene l raçao e da dureza 
alcançada. Quando o poligono se al onga para 
ba1xo significa que a solda tem boas caracte
r is t icas para passes de ench1mento; qua ndo se 
a l onga para cima significa boas caracter1sti
cas para passes em que se reque r penetraçio; 
quando se alonga para a d1reita. significa 
quP a so lda tem maior resist~ncia . 
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O t-1'05·3CC '(G02) 
A f:7'0S·3CC'!C02) 
• [·1'05-3CC·~ 

.P't--;;;:::,'i~~-"""'-:\. f:·1'053GC~ 

Dare:<>..-~ .. 
~~~~~~~~~~--~----~~~~~~~~~~H~VTI= 

Fig. 5 Pollg ono dé resultados obtidos com o 
eletrodo~E 70S-3 em polaridade direta 
(CC-) e inversa (CC+) e arco em atmo! 
fera de co2 e de argônio. 

Fig. 6 

~ ço.waçAQ 
o r:·70S·&cc·~> 
O f ·1'05·6CC•!C0%1 
O f:•70S·6CC·(Arv&nlol 
& f:·70S·6CC •(Arq&n.ol 

PolTgono de resultados obtidos com o 
eletrodo E 70S-6 . em pol ari dade di r e-
ta (CC-) e inversa (CC+) e arco em a t 
mosfera de co2 e de argÕnio. 

Examinando-se a figura 5, verifica-se que, 
para o caso do eletrodo E 70S-3, e vanta joso 
utilizar: 
(a) para pa sses de enchi~ento, a po la ridade 
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direta (CC- ) , preferentemente sob prote
ção de co2; 

(b) para passes de penetração, a proteção de 
co2. com n1tl da vantagem na polaridade in 
versa (CC+); 

(c) para a l cançar maior dureza, polaridade in 
versa e proteção de argônio. 

Exami nando-se agora a figura 6, referente 
oo eletrod o E 705-6, verifi ca -se que são vâ1i 
das as mesmas conclusões obtidas da figura an 
terior. 

No entanto , compa rando a figura 5 com a fi 

gura 6, verifica-se qu e : 
(a) para passes de enc himento, i praticamente 

i ndiferente a composição do elêtrodo; 
(b) para passes de penetração, o e letrodo 

E 705-3 apresenta nltida vantagem para o 
caso de proteção de co2 com polaridade 
CC+, 

(c) para al ca nçar maior dureza, e praticamen
te indiferente o ~létrod o que se escol ha . 

ESTUDO EXPERiMENTAL DO CO NSU MO DO ELtTROOO 
Para continuar este trabalh~ cada uma das 

variáveis dependentes - aquelas r epresen tadas 
sobre os eixos do hexãgono - deve se r estuda
da em funçao tambim da corren t e , da ten são e 
da velocidade de soldagem. 

Apre sen ta-se aqui o estudo experimenta l do 
consumo do eletrodo , em funçao da corrente e 
da ten~ao, Ji que a ve l ocidadeide soldagem 
nao influi no mesmo. 

P~ra melhor estudar o assunto, determinou
se ex~erime~talmente curvas de iso-consumo.Ca 
dJ curva i tormada por ponLos, cujas coorden! 
rlds ca r tesianas sao a te nsao e a cor rente , o~ 
de se obtêm o me smo consumo do eletrodo . As 
liguras 7 e 8 mo5tram as curva s citadas para 
~letrodo E 70S-6 e ar co regado a co2 em ambas 
as polaridades, respectivamente , CC+ e CC- .C~ 

mo se observa , para o mesmo par te nsio-corre! 
t e , ~ po la rid~de d1reta implica em obter-se 
maior consumo do eletrodo. Pdra ma io res ten
soes mais se acentua esta diferença a uma me! 
ma corrente (ampires), qu alquer que seja ela . 
Pode-se verificar isso fac1lmente sobrepo ndo
se os grificos. lsto t amb im foi verificado e! 
perimentalmente 111. para arcos regados com 
outros ga ses e para outros d iâmetros de arame. 
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Fig. 7 Linhas de iso-cons umo (m/min) para a
rame de 1 ,2 mm, tipo E 70S-6, em pol! 
ridade inversa (CC +) e arco regado a 
co2 puro. 
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fig. 8 linhas de iso-consumo (m/min) para a
rame de 1,2 mm, tipo E 70S-6, em pol! 
r idade direta (CC-) e arco regado a 
C02 puro. 
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Para o el~trodo E 70S~6 de 1,2 mm, traba~ 

lhando a 25 V, verifico~-se que o tipo de gãs 
de proteção, praticamente não altera o consu
mo do mesmo, desde que mantida a mesma corren 
te, a mesma polaridade e comprimento do ele
trodo 121. 

Todavia, mudando-se a polaridade, a dife
rença e evidente. Conforme jã foi dito, a po
l aridade direta oferece um maior consumo de 
elêLrodo. 

o., mesma forma 121, para a mesma pol a ri da
de e elitrodo, a evoluçao do con,umo nio de
pende do gis de proteçao. Todavia, muda ndo-se 
a composição do elétrodo, a diferença e evi
dente . O eletrodo ~ 70S-3 produz maior consu
mo que o E 705-6. 

C de se notar que o simples aumento do 
teor d~ sillclo da ordem de 0,4% e de manga
nês de 0,5% produz uma queda da ordem de 20% 
no con"umo do eletrodo a 240 A e polaridade 
ínvarsa. 

Por outro lado, verificou-se 121 ~ue, no 
CàSO pürti~ular do arco regado a argônio, a 

composiçao do elitrodo, nao i fundamental. Em 
ouLras palavras, o consumo nao varia quando 
se troca o ~létrodo, desde que mantidas as d~ 
m~is cond1çoes. 

Chama-5e de consumo ~speclfico a relaçio 
~nt re o consumo e a corrente, num mesmo nlvel 
de lensio. A tabela 3 resume todos os ~esult! 
dos eAp~rimenlais 121. permitindo um~ compar! 
çaú entre eles. Apresenlam-se nela os valores 
do co nsumo especlfico (dado em Kg/h.A) a 25 
volts e tm dois nfveis de corrente (150 A e 
2'>0 A). 

CONCLUSOES 
1. Quando se requer passes de penetração e 

vantajoso proteger o arco com co 2, com el! 
trodo E 705-3 no polo positivo. 

2. Quando se reQuer passes de enchimento em! 
ço e vantajoso o uso da polaridade direta 
Cú~ arco regado a co 2• A diferença entre 
as produções de material de adiçio de am
bos os eletrodos ê tao pequena que e pref! 
r1vel trabalhar com o E 705-6 por apresen
tar menor consumo. 

3. A mixi~a dureza, medida na raiz da solda, 
foi obtida com o uso da polaridade i nversa 
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e arco sob argÕoio , sendo o elêtrodo do ti 
po E 705-6. 

Relação cons_!! Auoosfor:a do Atmosfera do co2 
•o e corrente tl fl!ÔOIO 

E 705-3 l! 705-6 1:: 70S-l E 705-6 

.. 11SO 1,33 x 1u2 1 , :Sl X 1~ z I .60 X 1112 1.42 X lÕZ 
"Ó • "Ó • ... u 
... u .. 

1,92 X 1!!2 1,7.1 X 102 2.08 X lÕZ 1,68 x 1112 ... 1zso o ... 

.. 1tSo 2,20 X 102 2,10 X 1Õ 2 
2.4~ X 102 2.13 " 1~2 

~ I ~ I 
u ... u • 

2,51 X 11!2 2,27 X 102 11!2 X 1Õ2 ... 
1250 2,66 X 2.29 o ... 

Tabela 3 Consumo especifico dos eletrodos 
E 70S-3•e E 705-6 em dois níveis de 
corre~te a 25 volts. 

4. Nas composiç~es estudadas, o udo da polar1 
dade direta (CC-) resulta em maior consumo 
do arame-eletrodo, mantidas iguais as de
mais condições. 

5 . . o consumo do arame-e lêtrodo não se altera 
quando se troca o gãs de proteção de argô
nio para co2, ou vice-versa desde que se 
trabalhe com E 70$-6 a 25 volts, mantidas 
as demais condições. 

6. O consumo do eletrodo ê muito dependente 
da polaridade. 

7. Soldando com E 705-3 obtêm - se maior consu
mo de elitrodo com proteção de co2 do que 
com argônio, mantidas iguais as demais con 
dições. 
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Lrrr div~tlto~>a6 4..ituaçoc>4, L'OIIIO em Jtel!e.ILva..t;ÕJt.i..06 e va4o4 de c.on.tençào , ca~>cat. 6i.na6 d~t ~te 

vutu~ao podem c.>óttllt 4uúmet.i..da4 a cLU.t!L.i..bu..i.ç.Õe<!l dt .tempC.'Ilatu.Jta e.> Call.lt<'gaml.'uto~ ~t4tit:!:_ 

CP4 da~ mai4 dc6t•llellll'~ 6<Hma4. Nvótl!. t 1tabalho apltHen t a- t.e um modC'io auafct.ico num! 

'H•• pena a d(>(C?'lm-tH•tC:tlll dv tet~4 Õc4 ltc.>.<!lu.lto.ntu , de6tucamvnto6 e d'-'60ilmaç.oe~ . objt•t:!:_ 
\'llndc1 pr•H ibU i ta 'I a cwál.i6C.' do compolttamt'nto dv ca6ra6 IH•4ta~ 6-t tuaçÔe4. O di'4Pnvof 

Vt111vnto a~rat( l iNJ i' noatizadv a paltc.ilt da te.oJt.ia de ca6ca6 ronlteeida como plt.i.mt·~Jta 

ap'IIIJCÚrhtÇ illl rlr Llll'l' , ta ~(J,mu(açãu numeJt-ica i 6e.ita atJtavi4 d\! di.6t>Jtença4 6.(1J.(ta6, 

.hl'nclo u ~ ·.nuf.tttdc•~ O. JH <'&l'ntado4 ob.t.ido6 atJtavê4 dt> um p11og~ama dlg,..ta(. 

NOTAÇAO 

- cotnprtmento de referencia 
- lO ~stantes de rtgidez extencional 

adtmensionalizadas 
- consta nt es de rigidez flexiona l a 

d!rnPnsio~alizadas 

~'p•gp , hp,p - 1,4 - con<.,l.tlfltes _que dPfinem as 
LOndiçoes de contorno 

h - ~l!IJPSSura da cai.Cd 

h
0 

- espPssura de referincia 
ks.k 0 ,k 50 - romponPnt~s do vetor mudança de 

rurvdl ura da s uperflcie de reft -
r1 111. 1 d 

L - tompr•mPnto da casca 
nt - ttÚIIIt!rfl dt pontos pivotais 
o - ordPm do harmintco dd sé r ie de 

I ou ri pr 

v5 .p0 .pi - ra rregamentos por unidade de ~rea 
(ftg . 3) 

r - d1slan r ia medtda ~erpenditularme! 
te rtn et~o de revoluçao. entre e ~ 
te 1· urn ponto c;obre a superficie 
de referen,ia (fig ?) 

s 

u. v,w 

z 

- raios de curvatura do meridiano e 
do para l elo, respectivamente 
{fig. 1) 

- linha de coordenada meridional 
(fig. 1) 

- deslocame ntos nas direçoes (s , O, 
z) r espectivamente ( f ig. 1) 

- distância med i da ao l ongo da es
pess ura , a partir da s upe r f i cie 
de referência (fig. 1) 

- constantes de rigi dez exten cional 
- constantes de rigi de z que acoplam 

as tensoes de membrana aos momen 
tos resultantes 

- constantes de rigidez flexional 
- módulo de ~lasticidade de referên 

cia 
-módulos de elasticidade nas dlre

çoes s e o 
- módulo de elasticidade transver

sal 
M5 .M0 .Mso- mome ntos por unidade de comprime! 

to (f1g. 3) 
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"momentos te rmicos• nas direções 
s e o 

N
5

,N0 ,Hso- tensoes de membrana por un i dade 
de comprimento (fíg. 3) 

{', 

,., 

- tensoes efetivas no conto rn o 
- "forças térr~icds" nas dneções s 

e O 
- tensoes transversais por unidade 

de comprimento (fig. 3) 

- tPillpltt atura no ponto (s . e , z) 
- temper~tura Interna da casca 
- ternpet·atura externa da casca 
- temp~rdtura de refer~ncia 

- coeficientes de dilataçio tirmica 
nas direções s e O 
h2/a2 o o 
espaçamento pivotal odtmensionali 
1ado em relaçao ao comprimento de 
rtferên cHI 

s· n• ' sp - c.omponentes do vetor deformação 
da superflcie de referência 

\, 

IJ 

''o 

- ãngulo circun ferencial 

= 

- coefic1entes de Poisson 
= s/a

0 
- comprimento ao longo do me 

r1didno adimen~1onalizado 
- distancia adimcnsionalizada per

ppnchrular ao eixo de revoluçao a 

1 l" lllll rwnto c; obre a superfl ci e de 
r'(' l ~>rc n c i a 

-raio dn curvatura meridional adi
mens i ou a 1 i zado 

- t('nsao de referência 
o o o - componentes do vetor tensao s. O' sI) 
J - ingulo mer1dional (f ig 2) 
,. 
's 

- rotaçao da tang~nte ã linha de ~o 

ordt'nu dc\ s s. 

MATRI/ES E 11DICLS 

E.F.P . Q.R.Spq'~pq - ~atrizes 4 x 4 
A·Ac · D.H .9- matrizes 3 ~ 3 
(,r.x.v - malri7PS co luna 1 X 4 
B.K.M •. NT'N.Pr·l!·€.0" - matrizes coluna 1 x 3 
Q - •natril coluna 1 x 2 s 

m 

n 

INTRODJÇAO 
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estaçdo ao longo do meridiano 
- Ül t1ma es taça o 

- coeficiente de Fourier 

Este trabalho apresenta u~ modelo ana11ti
co-numérlco para o cãlculo de tensoes resul 
tantes, deslocamentos, tensoes e deformações 
em cascas finas de revolução, quando submeti 
das a distribu1 çoes de temperatura T-T(s,O , l} 
e carga P 5 P( s , O) quaisquer, que devem ape
nas ser suficientemente suaves na direção ci~ 
cunf erenclal, para que possam ser expandid as 
em s~rie de rou r ie r . O material da casca e 
considerado e l asto-termicamente ortotr~pico, 
podendo ter propriedades variiveis ao longo 
do mer i diano e do espessura. Na direção cir
cu nf erencfal estas. propriedades são consider! 
das constantes devendo, portanto, serem toma-

• 
das para a températura m~dia. Considera-se 
ainda que todas as propriedades dos materiais 
tenham um comportamento semelhante ao longo 
da espessura 

A formulaçao analTtica obtida a partir da 
priReira aproximaçao de Love, resulta num sis 
tema de quatro equações diferenciais parciais 
e expandi ndo todas as var1ãveis em série de 
Fourier na direçao circunferencial chega-se a 
um sistema de quatro equaçoes diferenciais O! 
din~r1as para cada hdrmõntco da série. 

A formulaç~o numirtca ~ baseada ~o mitodo 
das diférenças finitas e o~ resultados são ob 
tidos at r avis de um programa digital em 
FOIHRAN IV. 

Com o objetivo de demonstrar a aplicabili
dade do model o, apresentam-se as soluçoes de 
alguns problemas. 

FORHULAÇAO ANALTr ; cA 
A formulaçao analTttca do problema P dese~ 

volvida a partir das hlpÕteses básicas consl
deradas na pr1me f r a ap• ·ox i mação de Love 61, 
a partir das quais sao obtidas as relaçoPs d! 
formaçoes-deslocJmenLo~. as relaçoes tensões 
resultantes-deformaç~es e as equaçoes de eq uj 
libr1o de um elemento gené r ico de Lasca. Para 
tal, consldera-SP um sistema de r eferinc1a 
triortogonal como o mostrado na f1gura 1. 
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z 

' 
s 

Fig . 1 Sistema de refer~ncia e elemento de 
casca. 

Uilla relaçao geom~t rt ca importante, bastan
te utilizada neste trabalho, pode ser determi 
nada a partir da figura 2, observando-se que 
dr f ds = cos + e lembrando que ds = r

1 
d+. As

sim 

~( cos +) • --1 ~(cos +) 
ds r 1 d+ 

=- -1- sen ~ 
rl 

Da figura 2, r 2 • r/sen • · então 

r2 • -
r 

{a) 

Fig. 2 Parâmetros geométricos do meridiano. 
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a~ Relações deformaçoes-deslocamentos 
As relações entre os vetores deformação da 

superficie de referência € <~s.Ee,Ese>t e 
deslocamento U • (u,v,w)t, e entre os veto
res mudança de curvatura K = {ks ,ka, ks

0
1t e 

deslocaMento utilizadas neste trabalho, fora• 
desenvolvidas a partir das relações deforma
ções-deslocamentos estabelecidas na teoria da 
elastic1dade (2], observando-se as hipóteses 
e as particularidades geométricas do problema 
de cascas delgadas de revolução (6]. 

( 1 ) 

- w" 

... ( 2) 
onde ( )' • a;as e (') = a;ae. 

b ~ Relações tensões resultantes-deformações 
A partir da le1 de Hooke para materiais O! 

totrõpicos [6], considerando as hipóteses de 
Love pode-se chegar as relações tensão-defor
mação para cascas finas de revolução: 

(J .. II€+zHK -BT (b) 

onde Te a temperatura no ponto (s,e,z) e 

(J = {as ' oa• o sal 
t r· .. "es E* .. J s s e 

B .. Eô a0 : "se E* as s 

[ ,. "os Eê o 

··~ 5 
H = E* E~ o s 

o Gs a 
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com 

E* s 
e 

( 1 - vso vos) 
E* = o 

Para cascas finas as tensões resultantes 
por unidade de comprimento (figura 3) são de
finidas da seguinte ~ane1ra [6]: 

f.) (c) 

M 

Fig. 3 Elemento genérico de casca com os car 
regamentos e as tensões resultantes. 

Desta forma, substituindo as relações (b) 
nas equaçoes (c) obtem--;e: 

( d) 

onde A representa d r i g1dez extencional, D a 
rigidez flex1onal, A, o acoplamento entre a s 
tensões e os rtomenlos re sultantes , P1 = {PTs' 

t - - M P
10

,0l e o vetor ~força ter~ica• e T = 

tMTs'"Te 'O)t é o vetor "momento térmico•. 
Observando a matriz Ac verifica-se que 

seus elementos nao nul os sao: 
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Ac 11 " L E; z dz Ac12 Ac21 IEêves zdz 

Ac22 " L Eô .,,, . L •.• (e) 

z dz z dz 

Lembrand o que neste trabalho as proprieda
des elãst l cas são cons i deradas variáveis com 
uma distribuiçao qualquer ao longo da espess~ 

ra da casca , verifica-se que a condição para 
os elementos Acpg serem todos nulos e a esco
lha de uma posiçao para a superf1cie de refe
rência, tal que todas as integrais das equa
ções (e) se anulem. Para tal ê necessário que 
o comportamento de todas as propriedades elã! 
ticas seja semelhante ao longo da espessura. 
Como isto ocorre ~a maioria dos casos práti
cos, esta consideração ê introduzida neste 

I 
trabalho, e a equaçao (d) resulta 

e 

e 
D 

( 3) 

com os elementos não nulos de A e D dados por 

All : L E~ dz A12 • A21 : 
I.Ea v9 s dz 

A22 " LEG dz .,, . L Gs o dz 

011 L E; z2 dz o 1 2 • o 21 
I :• "os 

z 2d z 

O = J E* z2dz 033 .. f 
2 

22 o G
59 

z dz 
z z 

e os elementos nio nulos dos vetores P1 e M1 
expressos por 

'rs • I, <•; •, • "os '5 • a )T •• 

Pr a fz<Eô ae + vso r; ~s> T dz 

"rs fz<E; ns + vos Eã ao)T z dz 
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c- Equações de equilibrio 
Integrando as equações de equil1brio deter 

minadas na teoria da elasticidade [2J ao lon
go da espessura da casca, e considerando as 
propriedades geométricas para o problema em 
questao, obtem-se as equaçoes diferenciais de 
equilíbr io de um elemento genérico de casca 
de revoluçao, em termos das tensões resultan
t es e dos carregamentos por unidade de ãrea 
(p

5
, p0 ,pz) orientadas conforme a figura 3. 

( 4) (r!Jsl I t Óo - r N + rlr"i'lo -r Pz !) 

rl 

( r1~s) ' + r:1 -so r 'i1 0 - rQs = o 

(rMsel I t Mn .. r I ~~s e - rQo o 

d - Equaçoes fundamentais, adimensionalizaçâo 
e expansao das var i ãveis em série de Fou
rier 

Eliminando Qs e Q0 das e~uaçoes (4) obtêm
se três equações. Para que no sis tema de equ~ 
çoes diferenciais a maior derivada em relaçio 
a s seja de seg unda ordem, elimina-se ks da! 
quaçao (3), resultando : 

... (f) 

Substituindo as relações (1) e (2) na equ~ 

çao (3) e na expressão (f), e as relaçoes re
sultantes bem como suas derivadas nas três e

quações determinadas pela eliminação de Qs e 

Q0 das equaçQes (4), obtem-se três equaçoes 
dif erencia is parciais em termos dos desloca
mentos u, v, w e do momento meridional :t

5 
e 

!tua s derivadas. 
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A substituição das relações deformações
deslocamentos {1) e (2) na expressão de Ms da 
equaçao (3) fornece uma quarta. 

Expa nd indo todas as variãveis em sêrie de 

Four i~ r na direção circunferencial, transfor
ma-se este sistema de quatro equações difere~ 
ciais parciais em um sistema de quatro equa
çóes diferenciais ordinãrias em relação a s , 
para cada harmõnico da serie.Para tornar este 
sistema ad1mensional. procede-se a adimensio
nalização de toda ~ as variãveis. 

A adimensional i zação e expansão das variã
veis compatTvel com a das cargas e temperatu
ras e a seguinte: 

ao h o 00 

Ps I: Psn(s) cos (nE>) 
ao "'"o 

Pe .. 
oo ho 

I: Pen(s} sen (ne) 
ao n=O 

oo ho ao 

p = L Pzn(s) c os (nG} z 
ao n=O 

.., 
T To I: 

n=O 
T

0
(s) c os (ne) 

.. 
Ns 0 o "o I: Nsn (s) c os (ne) 

n=O 

... 
Ne 00 h o I: 

n"O 
Non ( s) c os (no) 

.. 
Ns r; " ao ho r 

n=O N s en < 5 l sen (n O) 

... 
Qs ,. <1o ho L 

n=O 
Qsn(s) c os (n O) 

(I) 

Oe • ao h o I: Qen(s) sen (nO) 
n=O 

1l
0 

h3 I» 

!viS 
o ); ~1sn(s) c os (nO) 

ao h=O 

3 
oo ho (I) 

Mo ,. 1: Man ( s) c os (ne) 
ao n=O 
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3 

Ms e 
oo ho 

t Hson(s) sen (nO) 
ao no: O 

00 ho To .... 
PTs >: PTsn(s) c os (ne) 

E o n>~O 

ao ho To -
Pre I PTOII(s) c os (nO) 

E o n .. o 

3 
00 ho To "' 

Hrs r Hrsn(s) cos (ne) 
ao Eo n O 

3 
110 ho To "' 

MTO >: MT On(s) c os (n0) 
ao E o n•O 

ao oo '" 
u = ). un(s) cos (nO) 

E o n .. o 

ao oo .. 
v = >: vn(s) sen (no) 

E o n .. o 

ao 00 .. 
"' = r. "'n(s) c os (nO) 

E o n•O 

Desta maneira, o problema sera resolvido 
para apenas uma componente da expansão de Fo~ 
r1er (a simétrica ou a anti-simétrica) . A so
lução para a outra co~ponent~ é conseguida a
través de um deslocamento da origem do siste
ma de referência. 

o sistema de equ~çoes diferenciais ordinã
ria s (equaçocs fundamentais) pode então ser 
posto na seguinte forma: 

ond e 

P X" • Q X' + R X • C 
t X = (un,vll,wn,Ms nl ' 

(5) 

p, Q e R sao matr1zes cujos elementos 
sao funçoes dos parâmetros ge~ 
~etricos e das constantes de 
rig1de1 da casca , estando indl 
cados no apêndice, 

C é o vetor carga tunçao dos carregame~ 
tos, da d1strlbuiçao de temperaturas 
e dos par~mctro~ geométricos , e suas 
componentes sao dadas no apêndice , e 

( ) ' = -3-- - ( .. Lc ) com E;. = s/a
0 a(s/a

0
) <H. 
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e - Condiçoes de contorno 
A equaçao (5) representa um sistema de qu! 

tro equações diferenciais ordinárias de segu~ 
da ordem, e portanto requer a prescrição de 
quatro condiçoes de contorno na estação ini
cial da casca, e quatro na estação final. Se 

(g} 

forem as tensões resultantes efetivas nas bor 
da s [6], as condiçõec; de contor no podem ser 
dada s fll ; 

91 Nsn + h.l un .. el 

- ~ 

92 Nson t h2 "n " e2 
(6) 

9J Qsn t h3 wn • eJ 

·l • -onde +sn p1 un wn e a rotaçao da tangente 
a linha de coordenada s. 

Para um contorno engastado (u
0 

= vn = wn 
~sn = O) ter-se-la por exemplo g 1 = g2 = g3 
h4 = e1 ~ e2 • e3 • e4 • o e g 4 =h 1=h 2=h3=l. 

Como Nsn' N500 , Q50 e ~sn podem ser escri
tas em função de X e X', a equação que estip~ 
la as condi çoes de contorno fica 

E X' + F X = Y ( 7) 

e os elementos das matrizes E. F e do vetor 
Y são dados no apand1ce. 

FORMULAÇAO NUMERICA 
A formulação numérica das equações (5) e 

(7) é feita por diferenças finitas usando-se: 

X' i 

(2à)· 1 (-3X1 + 4X2 - X3> + en2 

( 2 )- 1 (X X ) + 9à2 
à ftl - 1-1 2,m-l 
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X• - 2 X X X ) 2 
i = à ( i-1 - 2 i + i+l + 96 = 2 ,m- 1 

... (8) 

Aplicando as equaçoes (8) na equaçao (5), 
obtêm-se: 

onde sli .. , -2 P, - (2t.>_ , Q; 

-2 S2 ; .. R; - 2h P 1 e 

-2 p .. 1\ • + 
1 

" 2 ,m-1 

... ( 9) 

'com as matrizes p, Q, R e o vetor C calcu la
dos no i-êsimo ponto pivota l. 

Apli ca ndo as equações (8) na equação (7) , 
obtêm-se para as estaçoes de contorno: 

( 1 o) 

onde 

Sn Fl - 1. 56 -l E, • s2, = 26_, E, 

$3 1 - (2h) -l E,. Slm = (2à)-1 Em 

$2m -1 E. -2à n' S3m '" -1 Em 1. 56 + F 
111 

com as matrizes E. F e o veto.r Y ca l culados 
no primeiro e no ultimo (m-esimo) ponto pivo
ta 1 • 

Como as matrizes s,l e S3m podem ser si ng~ 
lares, o sistema deve se r modificado antes de 
se proceder sua so luçao. Essa modificaçao co~ 
siste na obtençao de duas equaçoes pela apli
tação de (9) nos pontos i = 2 e i • m-1, com 
as quais elimina-se respectivamente sll e 

S3111 , obtendo-se: 

( 11) 

nde 

S32 = s1,<s,2>-
1 

S32 - s3 , 

c2 = s,,<S, 2 >- 1 c2 - v, 

- -1 
S2,m-1 • S3mCS3,m-1> S2,m-1 - S2m 

-1 
Cm-1 = S3m<S3,m-1) Cm-1 - Ym 
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Utilizando as equaçoes (9) e (11) constrol 
se um sistema linear com uma forma caracteri! 
tica, cuja solução através de um esquema num~ 

rico simples encontra-se desenvolvido na ref! 
rencia [3]. Obtêm-se assim a sol ução para X1, 
i = 2,m- 1, podendo-se então determinar X1 e 

xm por 

( 1 2) 

RESULTADOS 
Com o objetivo de testar a validade da for 

mulação a"alitico-numerica desenvolvida,cria~ 
do simultaneamente uma ferramenta computac io
nal que pudesse ser usada na anãlise de pro
blemas prãticos, desenvolveu-se um programa 
d1gital em FORTRAN IV 14]. 

Utiliza nd o este programd foram resolvidos 
alguns problemas com soluçao analitica conhe
cida, para que se pudesse comparar os result! 
dos e demonstrar a validade da solução nvmêri 
c.a. 

a - Casca c1lindrica sub~etida a uma distri
buJção linear de temperatura ao longo da 
espessura, com uma extremidade l1vre. 

Cara c ler h ti ca s: 
11 2 Es; E0 • E · 2.10 N/m , vso =~os= v= 

0 ,25, as= u0 =a - 6.10- 5 l/°C, 
h = O, 5 m, r • 1 O m, L " 30 m, T 1 = - 50°C 
(tempera tu r a Interna em toda casca), T 2 = so0 c 
(temperatura externa em loda a casca), 

8 2 cr
0 

= 4.10 N/m, h
0

" 0,5 m, a
0 

.. 10m, 
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E
0 

z l. 1011 Ntm 2 , T
0 

= 100°C, 6 = 0,01, 
111 = 301. 

l = 3r 

Figura 4 

A soluçao analítica dest e problema, vãlida 
somente perto da extremidade livre da casca, 
encontra-se desenvolvida na ref~rencia (5] , 
sendo dada em termos do deslocamento radial w 
e do momento meridional Hs. 

Para resolver este problema numer\camente, 
tomou-se uma casca com um compr1mento tal que 
as co ndi çoes no contorno nao livre não inf lu 
issem nos resultados pr~ximos a extremidade 
1 ivr e. Além disso, tomou-se o cuidado de esc~ 
lher uma condiçao de co ntorno nao livre, tal 
que as varidvels tivessem a mesma tendência 
dos pontos longe da extrêmidade livre (ou se
ja, w • O e Ms • M1s)· Po r estes critérios f~ 
ram escolhidas condiçoes de engastamento. 

Os resultados obtidos pelas soluções anall 
tica 151 e numérica, estao apresentados na fi 
gura 5 em função do comprimento do mer i dia no 
adimen~ional izado, medido a partir da extremi 
dade livre. 

b -Casca cil1ndrica de espessura constante, 
en2astada, uniformemente aquecida. 

Caratter1sticas: 
11 2 Es = E0 2,06.10 N/m , ~sn • v0 s • 0,3. 

-5 o 
Cls = Qo = 10 11 c. 
h = O, 5 m, r • 1 O m, L • 1 O 11, T = l 00°C, 

u = 4.108N/tn2 , h = 0,5 m, a
0 

=lO m, 
o 11 °2 E
0 

= 2,06.10 H/m • T
0 

1oooc, 6 = 0,01 
11 .. 101. 

A referência (61 apresenta a solução anali 
tica deste problema, cons1derando lmplicita
mente nula s a »torça térmica" ao longo da cas 

•(),1 

o 
0.1 
o~ 

o 0,2 
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Fig. 5 Deslocamento radial e momento meridio 
na 1 . 

Figura 6 

cana d1reção mer i dional (PTs = 0), e a ten
sao de membrana Hs nos contornos. A solução e 
fornecida em termos do deslocamento radial w 
e do momento meridional Ms . 

Para que a comparação entre os resultados 
pudPsse ser procedida introduziu-se na so lu 
çao num~rtca as mesmas simplificações utili z! 
das na obtenção da soluçao analiti ca. 

E&tas simplificações foram introduzidas t! 
mando como condições de contorno N = vn = sn 
w

11 
• O, ao invés das condições de engas sn -

t-1me nto un • v
0 

: w
0 

.. •sn O, e tornando a 
•força t~rmica• na direçao me ridional nula 
( PT s O) ao l ongo da casca. Pode-se notar P! 
la equaçao (3) que esta Üll1ma condição impl! 
ca em considerar o coeficiente de dilatação 
térmica nulo na direção meridional (as= O),e 
o cotflciente de Poisson v 9 s igual a zero pa
ra fins de determinaçao da "força térmica•. 

Para testar quant1tat1vamente a validade 
desta\ s1mp lificaçoes, resolveu-se tambim o 
problema nume ri camente sem que elas fossem 1n 
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trodu zidas. 
Os resultados obtidos com as so l uções ana

llti ca [6] , numérica com simplificações (1) e 
numéri ca sem simplificações (2) estão aprese~ 
tados na figura 7, em funçao do comprimento 
do mer1diano adimensionalizado, medido a par
tir do engastamento. 

Devido i simetr1a do problema, apresenta
se somente os resultados ate a metade do com
primento do meridiano. 

o 

-0,2 l ••• Soluçóo onolítcço (6] 

T ,,,::· ~~·~ 

I I T ..... , 1 

-op 

-o, a 

- t,O 

-~2 

"1,<4 ...___.__....__..._ l 
o o~ o.z 

Fig. 7 Deslocamento radial e momento meridi~ 
nal com simplificações (1) e Sém sim
plificaçoes (2). 

c - Casca ctlindr tca de espessura constante, 
engastada , submetida a uma distribuição 
de temperatura T • Tn cos (ne ) 

Constderando uma casca bi-engastada, com ~ 

ma configuração geomêtr1ca co nforme a figura 
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6, e caracterist1cas iguais ãs do probl ema do 
item b, obteve-se os resultados apresentad os 
na figura 8, em funçao do comprimento do merl 
diano adimensionalizado, medido a par ti r do 
engastamento. Novamente devido ã simetria do 
problema, apresenta-se os resultados sõ ate a 
metade do meridiano. 

0,2 

-1,0 

"1,2 

Fi 9. 8 

I 
w 

rlTn 

0,2 0,<4 S/Oo 0,5 

O, I 0,2 0,3 0,4 0.,!5 
1/00 

Deslocamento radial e momento meridio 
nal para vãrios harmônicos. 

CONC LUSOES 
A apreciaçao dos resultad os fornece uma in 

dicaçao da ex celente precisao numerica do me
todo desenvolvtdo neste trabalho, o que de
monstra sua validade e aplicabilidade. 

"o caso do problema resolvido no item b, 
observa-se da figura 7 que as simplificações 
a do ta das na s o I u ç a o a na 1 i ti c a 16 I i m p l i c am em 
valores absolutos aproximadamente 251 menores 
pa r a as vartãveis. Desta forma, pode-se co n-
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c l uir q~e des~rezar o coeficiente de dilata
ção térmica na direçao meridional, o coefici 
ente de Poisson v0s para efeito de determina
çao da força térmica ao longo da casca, e a 
tensao de membrana Hs nos contornos , não são 
boas h1põteses para a solução deste problema. 

Pela f1gura 8 verifica-se a rãpida conver
gencia dos coeficientes de Fourier em proble
mas com harmônicos de ordem superior. 
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Neste apêndice sao utilizadas as seguintes definfçoes: 

r • ,, -
ao 

rl h2 
B " 

o 

ao ~ o 

a 1 1 
Ali 

" 
Eo ho 

A12 
a22 • 

A22 

Eo ho Eo ho 

()33 • 
A33 

Eo ho 

011 
d 12 .. 

012 
~ ~ 
Eo "o Eo ho 

d22 
022 

::----:3 
[o ho 

033 ds -
012 

~ 
Eo ho 011 

da .. 1 (o --3 22 -
Eo ho 

Ele~entos nao nulos das matrizes P. Q, R e do v ~tor C: 



RevBrCMec V. 2 Abr 80 

q12 = l a12 • a33 - ( 2P)-
1

P"a d33)n, q13 Pi
1

pa11 - P1P"a 12 • (PP1)-
1

(P 1
)

2
B de • 

-1 2 -1 -1 
+ (PP1) 8 d33 n • q14 " P1 pS , q21 = -[a12 + a33 - (Zp) p"a d33]n. 

•1 I d 
q43 = p p 12. 

11 + I I - 1 ( I ) 2 ( 2) -1 ( I ) 2 e d 1'\ [ -1 ( 2 2) -1 Sd ] n 2 P a12 P al2- P n a22- PP 1 P "' - P a33 + PP1 33 

-1 r 14 = P1 P 1 6( 1 - ds) , 

•1 • t ·1 1 (( 2 ) • 1 ( t )3 P P1P P a22 - Pl P a12 + P P1 P -
-1 2 -1 2 J 2(oo 1 ) P 1 P" + (pp1 ) {p 1

) P1 6 d e -

-2 " I -J 3 + p r 1o, Sd ::J ' l nt1 P1n" 13 d ' n 
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-2 2 
,.43 = -p dll! n • r 44 .. I 

Elementos nao nulos das matrizes E. F e do vetor Y .• 

e3 2 -93 p-2plp"8 d33 n, [ -2 2 
e33" 93 P ("') B de + -2 21 2p 8 d33 n • e34 = 938' e43 -g4 

f 11 
-1 p' • h 1 • f12 = 9 1 

-1 -I - 1 
p1 p•a 1 2> 91 p " 12 p al2 n, f13 = 91(p1 all - p 

f 21 
2 - l 

Y21 (2p ) r"u d33 -
-1 ] 

P a33 n • 

-1 
f 34 = 9 3 P p ' ( l - ds)B , -1 

f 41 = g 4 pl ' 
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TENSÕES POR AÇÃO GRAVITACIONAL EM 
UMA ESFERA MACIÇA- APLICAÇÕES 
PARA O ESTUDO DOS PLANETAS-

CARLOS FERNANDO MARTINS PAMPLONA 

SIONEY STUCKENBRUCK 

OEPTO. DE ENG MEC., PUC/ RJ, RIO DE JANEIRO, RJ. 

SUMARIO 

Nu I'''' 'H'Itt(• UtttÚIIeltn, uma (tná.fU.C! tia rlü.tlLibt.úção d(l d~~l.btdadl'.4 em CO.Ilpo& e46éll.i.co& dC! !l""m/(14 di.men 

h•"'~ ,; ~,.,lu r1•11 ''''"' 11M rt·"~''''~ •J{I.IladM p1•io. ação gnav{tac.<.onat. VeMó-<cou.-t.e que uma l'l(p.llVA&ã.o na 

~·· ·· '"" t•tipttr•' ~ltl'lll a dt~.tJttbutçao 'tudHtl de mlll>4M upect6.(.Ca6 6o.lliH'Ce .llNitltadot. Jtazoávei4 f)(tJta 116 

•Jl'•·~•Hvrlnd<' ~ ''"'l'•i ttH'Il 6 tW wrt•'tw.ll !In TeMa. Palllindo du~>a in6oJLmaçao, d.<vl''t404 modeto4 pa~a a dú.t'i.. 
úrH\'a" dP dt•uHr1,,d,·~ dú~ ptarwta6 tl''l'll't.tllvó e lua. ~>ao a.natúadeó e plloput.tot. , bMeado~> •ta hipÕtue de 

qtH' ••$ »klft'Httlt. d1•t. mirfctt•t. tk!t&l't. tt~>tll.uó &ao bemei.ho.n.te-4. O valo11 do moml'nto rlt> itt~IIC-ta b('m como do 

diéiml'ttw tlv tiiÍt'fi'O P•'·HJ.do dut. J:l(a twt tH wteJLiultU d(• S-< .Hema Sota1 t.ao MtimadoJ, a pall.t.i.1t tia anéiii .. Ml 

nt'l (ll. (l~ lr~<.•.Í••I., ~·l~lllll vraLw~rado~ mls•.d'cndt a \tt't<. ~<h' da4 plOpllH'dadU mvcátr<C44 cc•m a plle.ó41to, bem 

cem,, fi!''''""''''"~ <'•1H4<tll''taçau a rtU(t'II<IQ •h <f,·~c.'nU.ruHJade na dut/l.<.b(.l.(.çao de de.nl>.i.cla.de~t, t.vndo Ol> 't_t: 

~ttCl•t•h·~ r,.,,~~~·.a ,f,~ "''"'tU ill~t•'ltlJ(JÇj;t·~ 6~l>111Ulcigü44 'c'lnvcidtu peta Geod~.t.Üt (' S<'lvnoduia. E~bet. ~~~ 

~ttft.rd"~ ~1111 ••Jt:t~H.Ii.l,•l tr•\ rft·r•·~ • tnnC'fa~ te-:.<dt" ~ "'''"" <nttL-<to de obte-t novD.4 <n6ollmaçoet. l>obll.e. 

V.ó~rt. ''~ t.·w~ dt•~ ,,.,,,i~ porcct• 6~ , onlrec~ ~obitv a ua.tuAeza dl! l>I!U 4nte,uoll. 

l HrROOUCAO 

O rápido rtP.senvnlvrnlf'nto lia crénciJl nos Ültrmos vin 

te anos pennl t ru q1w o conhP< imentq sobre o in ter i o r 

da Lua e oul,ros planctt~s •,e aprofundasse considerave.!. 
ruenle nd s ÚllllllflS duas decr!Cias [ 1]· (m particular, 

o desenvolvimento dt~ Qeocrêncitl, e o conseqUente enr~ 

quet. inl('nto do r.onhe• lllil'nto do rnterior da Terra. tem 
servrdo de nrienl<~~•lO na clilh01 açao de modêlos para o 

interior dos dt•m<Hs 11li\netas [2_1 . 

Oe~d~ r1 famosd ,•xpenênt.rcl de Cavendish (179'1), for 

delennll\tttlc~ a densid .• de rnédit~ do Terra. A conslatc~çdo 

de que a densidadl! media d.rs rochas na superfÍcie erd 
cend ela ~~~et ;Hfe d.t dcns1dad~o• ntédra da Terr.r Jã indit.:a 

va a existência de llldtl!nars IMlS densos e111 seu inte 

rior. Assim, J~ no sêc ulo passcJdo. tentou-se t:l~ 

borar modelos de representaçao da variaçao de densid~ 
de terrestre com o seu rdio. de modo a satisfa 

zer as condiçoes de equilíbrio das tensoes no inte 

r ior da Terra sob a açao gravttactonal. Laplace, 

:loche, Emde!ll e outros matemãticos, no f rnal do século 

ra~sado, propuseram relaçoes baseadas nas propriedades 
elásticas dos ma teriais, supondo estes quimicamente h~ 
mogêneos. 

Em 1906, o cientista inglis R.O. Oldham conseguiu 
mostrar, através da análise da propaqaçao de ondas si~ 

micas, que a Terra tem um núcleo de material mais de~ 

o. Três anos mais tarde, a sismoloqista croata Andri 
Ja Mohoroviciê mostrou a primeira evidência de out ra 

descon ti nu i da de de densidades, separando o manto de ~ 

ma crosta menos d~nsa. Calcules notáveis feitos pelo 

l')eofíst~;o a lemilo Seno Gutembet·q em 1914, penni tiram,p! 

la prrmerra vez, determtnar a profund1dade do contorno 

do nut.lto pesado. No ano de 1936 o s1smologista din! 

marquês lnge Lehmann demonstrou a el<istência de uma 
descontinuidade de sequncta orden, evidenciando que o 

nucleo é formado de um nucleo interno,possi velmente 

sólido, envolvido por uma parte liqu1da, o núcleo ex 
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terno. 
ún 1939, Sh· llat'uld Jeffreys e K.E. Bullen [3] d~ 

senyolvet·am mediçoes sismolôgicas que permitiram obter 

informaçoes detctlhadas sobre velocidades das ondas si~ 

1111Cilf. 11 f]randes JWOfundidddes ~. um ano mais tarde, a 

elaborilçtJo ~e um modelo de distríbuiçao de densidades 
!.' pr()pt·ledadec; n.lãc;tic"s em função da distiincia ao ce!! 
lro. Ne!.ta detP.rrninaç;;~o foram uti lilada:; as equaço~s 

de 1 .H. Adams e E.D. Williamson, deduzidas em 1923 e 

que levam ern conta as condiçoi:!s de equillbrio sob 

compressao hidros 1. ~ li ca. 
O momento de inércia adimensional z C/MR1

• onde C 

e () momenLu de inércio em relaçao ao eixo polar, M a 
llli!S Sil e R o r~:lio médio do planeta, nos dá uma idéia da 

dl slribuiçdo de 11tassas em fun~,-ao da distãncia ao ce!! 
~ro. Uru pl,\llc,!ta em forma de urlkl casca ata teria para 
1 o Vil lor '1./3 en4uanto, para um planeta de material 

h01uugeneo, 1. - ? /5. Esse v a lo r tende a diminui r qua!! 
do il dens 1 da de (.resce no senti do do centro. Para a 

Terra. l é c~proximadamente i qua l a 0,33, evidenciando 

u dlltllt'ntu de dell'iidade na parte <.entra 1. Para a Lua 
z e <~proxllllild,,mente 0,4. mostrando que nosso'- satelite 

pode ~er l•'•l tat1o como uma e!. fera prati r.:~mente homog! 

neu. 
Os vt~lorc s de M, R e C sao conhecidos para a maio 

ria d!h pldn!'tas, espec1almente aqueles que têm satelj_ 

tes. 1•ar.1 IIS quais a massa t~ pode ser obtida pelo c~ 

nhecimento do semi -eixo m .. ior e o r,.erl'otjo da órbita, 

enquanto C c obtido pelo movimento de regressão dos no 

dos d~ Õrbit~ do satél1te. A Taoela I indica esses va 

loli!S Jldt<l nl•tuns astros do sistema so la r 
Alem da compoc;fç;w quimica, estrutura cristalogr~ 

fic..a e "'" "s" llSP<H .. ÍI ica p, são importantes as propri~ 
d,1dos elasLH<J':i dos materiais que eonsti tuem os plan~ 

l•i "' (modulo cf(• t>lrl',1hldi.lde volumétrico K, coe ficiente 
de Poi<.'lun ) , bem como sua variaçao com a pr'es~ao. 

Um valnr de í'Special interesse é a rMao KIJ que Pstâ 

rela~oionacta com .J v~>locidade de propagaçao das anela, 

shmictls lo11gilucllna1s (priocipalS) de compre~~ao ~ 

dt~s nndas lrc!IISVIH"Sals (secundánas), conforme se es 
ludd na t.em·1a d.1c; vibraçoes ell] meios coulínuos. Ou 

tro v a 1 o r que ncupa u111a pos içao de destaque na anãl i s~ 

do comp()r li!mento elãst1co de materiais submetidos a «I 

t~s pr·essoes (P} e a relaçao aK./llP. 

I'. W. Bridgmdn e r. 81 rch. dois ci enli stas norte-ame 
riranos. apresen taram vastas infonr.açoes experimentais 

sobre o comportamento mecânico das rochas e metais ã 
a l ta pressao. Birch (1952) f41 lclfllbém desenvolveu~ 

ma versao sirnplicada da teoria de detm·mdçoes finitds, 
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T/\:JELJ\ 1 - PROPRlt;IJADI::S lltX~NICAS DOS ASTROS 

DO SISTEHA SOLAR 

RAIO ~DIO !MAsSA ESPECf- MOMENTO DE 
A S T R O R FICA ~DIA p INfRClA 

(106 m) ( lO' kg m-3 ) z e C/MR2 

SOL 696 1,39 
MP.RC0RTO 2 , 443 5 , 40 
vtNUS 6,055 5 , 246 
TERRA 6,371 5,517 0 , 33152 

l..ua 1 ,738 3,34 0,395, 
MARTE 3,394 3,937 0,376 

Pobos 0,008 ' 
Dei mos 0,004 

PLANETOIDES 
Ceres 0 , 385 
Palas 0,245 
Juno 0,095 
Ver; ta 0 , 195 

JIÍPITER 70,85 1,36 0 , 264 
lo 1 , 87 2, 7 
Europa 1158 2,9 
Canimedes 2,58 2,2 
Calisto ,2, 59 1,3 

SATURNO 60,30 O, 715 0,207 
Te tis 0,60 0,76 
Di une 0 , 65 1,0 
Rllea o, 70 1,6 
Titã 2,40 2,3 

URANO 25 ,40 1,33 (O, 26) 
Titânea 0, 50 (7 ,6) 
Oberon 0,40 (9. 7) 

NI::TUNO 25,20 1,57 0,26 
Ttitão 2,20 (4 ,2) 
Nereida O,l5 (7 , 2) 

PLUTÃO (3' 22) ou (4 , 8) ou 
(2,75) (7 , 9) 

1 Compilado de diversas fontes sendc. a mais 
recente n r eferência [2) (1975) 

2 0,3308 quando calculado em função do raio 

equatorial ~ (z • C/Ma2 ) 

3 0,391 :!: 0,002 [12J 

~ 0,3654 ~ 0 ,001 [ 8] 

% 

aplic.ada dO l ntedor qa Terr.1, obtendo infonnaçoes tee 
l'icos !>Obre a variação das propriedades mecânicas com iJ 

pressa,, Durante o pedodo de 1961 a 1963, Birch acu~ 
lou Hlumttro'i dados experimentais a cerca da elastil.id 

de do~ maLeria·is submetidos .1 pressoes transi tôrias d 

ordem de mllhoes de atmosferas, obtidils por cargas e. 
p losivas, determi nando inclus ive um limite superior~ 

ra a densidade no centro da Terra. 
~lode 1 os propos los por Sea r, Haádon & B•J 11 en e Pres 

( 19(i9) permitiram estabelecer relacoes entre o mõdul 

d,. elastic1dade volumétrico ~~ a pressao, pira diversa• 

profundidades na Terra. Estudos 111ais recentes, realize 
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jos por S.tl"'tllis 11 Ltebermann (1970) e O. Andf:rson 
{1972) , 1nd1cam o relaci onamen to entre as propriedades 
~lãsticas e o volu~1c molar, pennitlndo a G.F. Oavies 
( 1975) [ 5_1 de<;t'IIVO l V f' r O leva rl lamell tO de propriedades 
~l.i.,ticas e su,, variaçao co111 a pres-.ilo, para um enonne 
~ümero de substllnclils e compostos (Tabeli! !!). 

'1'/\BELI\ [1 - PROP RIE:DADI::S ME:CÂtHC/\S DOS M.I'ITE

I 
RI/\IS TERRES'CRJ::S 

t;ollk.'nc- latura FÓrmula f\ K 
ClK/3P 

(1) (2) 
P.lelll(:ntos 

Corbono c },51 4 .42 
Sili:cio Si 2,33 0,978 
Gc~m.ânio Ce 5,11 o, 750 
lido l.i 0,51 0,121 
SÓdi<J Nn 0 , 97 0,06b 
l'otiissio l< 0,8!1 0,033 
lle ri li o ne l,RS 1 ,14 
Milr,ltêlliO Hg I, 74 0,353 
caldo C a 1,54 0,155 
Bário Ba '},62 0,105 
ferro F c 7,87 1,684 3,9 

bxidos 
H.1ngnésia MgO 3,58 1,63 2,8 
l.al C aO 3,35 1,14 5,0 
O:t1 do ck JJer Ílio BeO 3,01 2,24 4 , 5 
~i do l"l.'rroso 1-'eO '>,91 l,74 
Alunúnn AI ,o, 1,99 2,54 3,0 
lll'mntitn 1~e,o 3 5,27 2,07 1,5 
Quartzo Sl o, 2,b5 0,371 
NulÍiio Ti O, t, ,28 2,15 5,7 
Oxido d~ Cermôn:ic C<! o, (,.:i/i ;1,59 5,2 
M:J~nct i to r .. o r·t:, o, 51 ){j 1,76 
EsJlÍn~lio MgO A1 2 0 1 '3,58 1,97 3,9 
1 spinel i o s ~0. 2 .6Al2 0J 1,67 2,02 3,2 
I' I eon.:uitc (Mg,Fe,Al)O~ 3,83 1,99 3,9 

i I icatos 
Albita Na2 0.Al2 0 1 . fiSi02 2~2 0,5l4 
Ortoclnsio t<,O.AI~O, .6Si 2 2 ,(lO o ,4b!l 
Jadeít,J Na2 0.A1 2 o3 .t.sío, •:1,33 1,10 
i'.S!I<HIIInoên i O l.t1 0.Al2 0 1 ,lo, i02 1 , 19 1 , 44 
1\nort i r 11 C::tO . I\1~03 • 2Hiu~ 2, 76 ()I 9J1 
UiopsÍclio C.tO.Hg 0 . 2SiCl2 3,76 0 ,913 
~nstali ta Mg O. Si ol J,ll 1,16 
lli pc1 :.l ;:;nio (Mr,Fe)O.Si02 1,35 1,05 
Vorstl'ri la 2~1t:O • Si o, '1,22 I ,29 J,9 
Faiul il.l 1h·O. Si02 ••• 'jQ J ,32 4,9 
Andr.1lli tu ~~~.o. r· e, o, . JS in, 1,1,8 1,50 
Clossurnlila 'H' aO. Al1 O,. lSi 02 J,n2 1. 7l 3,3 
Alruandit3 JfcO.A~O,. JSitl1 ",16 1,66 
I' i rop•> 1Mr:O. A~ O! • JSi 01 

t, ,12 1,81 
• Beriln JUcO.Al2 01 • JSi02 2 ,75 I ,84 

Trabo lho'> rCft'llle'i de Auder'>Oil & li<lrl ( 1977) r 6l. 
.,·esentaram um modelo detalhado de dístnbtJlÇao das 

ropriedades mec.tnic as do material terrestres em run 
o da profundidade (F1g. l) Nd el,,hordç<lo desses mo 
los, e levad<~ <•tn conta a compos1çao média da crosta 
rrestre, do ftl.Utlo SUI>erior e dos neleoritos, já que 
... es ntdteriais foruecem a mf>lhor rttnc,str.t pela quill se 

6 1 

podem deduzir as abundâncias das substâncias no sistema 
solar. 

O conhec1mento da estrutur~ interna dos planetas é 
de grande interesse , especialmente pelo que pode i nfo~ 

mar a cerca da origem e formaçao do sistema solar. In 
felizmente o problema e de dÍflcil tratamento teõriço a 
menos que muitas hipõteses simplificadoras sejam estab! 
lecldas. Uma primeira e a utilizaçao da teoria hidros 
tãtfca das t.ensoes. não se levando em conta a presença 
de tensoes tangenciais, e representando o estado de te~ 
soes através da pressão. 

A simetria esférica e as equações de equilíbrio nos 
perm1tem obter uma relaçao entre a pressao (P}, massa 
específica (,•) e distancia ao centro (r). A introduçao 
de uma equaçao empírica de estado relacionando 11 e P, 
através de propr1edades elásticas do material, nos for 
nece, combinada com as condiçoes de equilíbrio, uma ! 
quaçao diferencial relacionando a massa especifica e a 
distância ao centro 

A utilização de funções arbitrárias que exprimem a 
re 1 açao 1 o (r) ê desenvolvi da no presente traba I h o. 
baseada na adequaçao dos valores obtidos para o para~ 

tro dK/dP; (entre 3,0 e 3,6 para a equaçao na forma 
elÍptica p p

0 
Q-a(r/R'J '/1 ). 

Modelos propostos para o interior da Terra através 
do método c1tado sao confrontados com os modelos acei 
to!> levando ern conta as infonnaçoes sismomêtricas. 

A suposfç~o de que os planetas terrestres (Mercúri~ 

Vênus, fofarte) sejam constitul'dos por materi ais semelha!! 
tes aos de nosso planeta nos pennite propor modelos ~ 
ra aqueles astros. 

TENSOES DEVIDO A AÇAO GRAVfTACJONAL 
A açao qravitacional auto-induzida em um elemento 

de massa de uma esfera maciça formada de camadas esfer..!, 
~as concenlrfcas, isõtropas e hon~gêne 1s, provoca ten 
soes que, levando en consideraçao as condiçoes de equ! 
ll'br1o do elemento, nos perm1te estrever, dada a s1me 
Iria qcometrica e do carregamento, que 

d<J 
r1 _r_ + 2 r(or - o0) .. G r1 Mr 

dr 

onde Mr e a rnass" do núcleo 1nt.t!rno de raio r. 

( 1) 

1 ensoes Considerando a Esfe1·a HOtnO<)ene.J - Para uma esfe 
ra homogênea con propr;edades elãst1cas constantes (c~ 
so simplifirado para astros de pequend!l dirnensoes como 
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a Lua, cujo valor do momento de inêrcia adimensional z 
se aproxima do valor 2/5 correspondente ao de uma esf! 

r a hom09ênea) t eremos : P (r) = p , fi • .i_ n r' Õ r 3 

-,r-..... 

10,0 

p 

10 3 .___ 
' 

5,0 

1- - f--

o 
núcleo 

KJD ~ sólido+-
6371 

5156 

2886 

"" " f'-

- . 

I...... r---. -

e. chamando n = r/R , (1) se torna : 

r-. 
K 

'-

zona 1 •0 
intermediária 

1,0 

o 

10,0 

K 

5,0 

o 

~ 

~ 

' " 

1\ 

' 

! 

1\ 
1\ 

\ p 

"" I'... . ....... 

""' j 

""' 0,5 n 

1\ 
~ 
~ 

"'I ~ 
1\ 

o.s 
F1 C • 1 - MODELO PARA A TERRA SEGUNDO ANDERSON e EIART ( 19 77) l 6 ) 

"" 1,0 

i\ 
1 , 0 
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(2} 

Para um material sem rigidez, incapaz de suportar 
tensões tangenciais (o que para esferas de grandes pr~ 
porções como os corpos celestes ê uma hipõtese razoã 
vel tendo em vista o fenômeno da fluência [4] , tere 
mos um Po;t."do hidrostático de tensoes (11r ,. o9 = -P)e 
obtemos. da integraçao de (2) 

P = g ~ G ~P R' (1 - ~2 ) 
3 

(3} 

f'LG. 2 - 'l'luNSÕt:S JJI~V[DI') A 1\C'ÃO CRAVI'l.ACI0W\L 

l::J: U~l I::LI~It.I::NT() E~' COORDENADAS ESI'J!;-

JHC!\S 

p,,ril uma esfera com a!> di111ensoes d{) Lua (Tabela I). su 
posta homogênea, obtêm-se para o ceutro: 

2 11 -2 (P
11

)Lua - 0,047 x 10 N m • 

Supondo~ po1· outro I a do, que na o ocorra o 
l(J do maleri.sl e que est·e se romporte na fase 
ca. a 1ntegraçao de (2) . usando a lei de Hooke 
pequen.l s deformações [7] , nos 1 eva a 

3-v 
15(1-\1) 

escoamen 
elástl 

pa•·a 

(4} 

3-v 

15(1-v) 
(l _ 1 + 3 11a} 

3 -v 

63 

( 5) 

que aplicadas ã lua (para um coefi ciente de Poi s son 
v : 0,300) nos fornecem para o centro: 

(P
0

)Lua = 0,0364 x lOu N m-2
. 

Tensoes Considerando a Variação das Propriedades Mecã 
nicas com a Pressão - O elevado valor das tensoes cal 
culadas no item precedente nos permite concluir que a 
hipÕtese da invariância das propriedades mecan1cas 
(densidade e elasticidade) com a dlstáncia ao centro e 
descabida, exceto para astros de pequenas dimensoes. 
Desta forma, consideraremos para os demais casos a ma! 
sa especifica p, o mõdulo de elasticidade volumétrico 
K e a pressão P (est~do hidrostático de tensões). em 

pontos do interior da esfera, como variãveis em funçao 
da distância ao centro r. 

Para um estado hidrostãtico de tensoes de (1) obte 
mos 

!!E 
dn 

- -ó [ - -
n'" 

o 

(6) õ n' dn 

e da definição do mõdulo de elasticidadevolumêtl"ico 

[4~ 

K "' p dP ou k =ô ~ ~ (7) 

dp drt d.S 

obtemos 

k = - (.2..)2 (!!2) [ 
TI d6 

o 

(8) 

Supondo que o material tenha um módulo de elastici 
otl dc variável com a pressão segundo a lei l inear L4J. 

k = k + b p 
I 

(9) 

o~d~ k 1 ê o valor de k na superfície (n=l) onde P=O e 
l1 e v valor de dk/dp, suposto constante, obtêm-se a e 
qu~çao de estado: 

k k (lO) 
(<'i I )b 

Substi tuir.do (lO) em (8), obtemos a equaçao diferen 
' 1c:. l para ., (Equação de Emdem [3]): 
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d (J + 1.. di. + ~ ( ~) + h_ ÓJ-b " o. ( 11} 

lo método de Runge-Kutta de 4ª ord~. Os resultados o~ 
tido sao apresentados na Tabela III para valores de 
b = dk/dp entre 2,0 e 4,0 (fatxa que abrange a maioria 
dos materuis terrestres e meteor\ticos [5]). 

d o • n dq ó d 11 k, 

A 1 n tegraçao de ( 11 ) fo i feita [1] numericamente P! 

Tabela 111. Pcwâme tros AdiiT'ensionais Correspondentes a um Módulo de Elasticidade (K) variável na fonna 

k = k 1 + b p (b • dk/ dr) 

(a) 
Densidade Relativa no Centro da Esfera 

(f " tl /r) o o 

6 b 2,0 b = 2,5 b ,. 3,0 b ,. 3,5 b • 4,0 
I 

1-----

o .Y~9 1 ,00 1'> l ,0015 1 ,0015 1,0015 1,0015 
0,900 I ,I '>HO 1,1509 1 .14 ~4 1.1385 1,1330 
0,!100 1. !324 1,3021 1 ,2771 1,2559 1,2369 
0,700 1,5232 I ,4514 1.3947 1 ,3547 1,3206 
0 ,600 l ,7303 1,5972 1 , 50~8 1,4365. 1,3849 

.. 
(h) MÕdulo de Elasticidade Adw~ensiona1 na Supertlcie 

k = - ó 1 I Jt..' 
I I I 

6 b = ?.,0 b'= 2,5 b - 3,0 b :: 3,5 b • 4,0 
I 

0.999 6f>,A97 66,472 66,448 66,425 66,403 
0,900 o ,5637 0,54?.3 0,5218 0 ,5021 0,4832 
0,800 0 ,2325 0 ,2137 O, 1966 0,1810 o ,1669 
0 , 700 0,1239 0,1079 0,0942 0,0823 0,0720 
0,600 .o .onz 0.0582 0,0478 0,0393 0,0323 

(c) Pressão Adlmens• una lizadü no Centro 
(p = P /4 11 G R7 p ) o o 

.~ h " 2,0 h = 2,5 b - 3,0 b ~ 3,5 b 4,0 I 

0,999 O, 1667 o, 1667 0,1667 0,1 667 o ,1667 
0,900 0, 181113 o. 1842 O ,1 A36 O, 1A31 o, 1826 
O,kOO 0,20ú? 0,7034 0 ,?011 0 ,1990 0,1968 
0,100 0,4:'313 0,2241 0.2184 0,2137 0,2101 
0,1.00 0,2606 0,2460 o.~Jr.J fl ,2270 0,2211 

(d) Moott:nlo de fnêrc . ruiimtnc;,onal (1 .. C/MR') 

,, 
I 

b 2 ,0 b = 2,5 b 3,0 b 3,5 b 4,0 

0,999 0,3999 0,3999 0,3q99 0,3999 0,3999 
o.~uo 0,38Sl3 0,3885 0 ,3888 0,J890 0 ,3892 
0 ,800 0,3761 0 ,3771 0 ,3780 0,3789 0 ,3797 
0,100 0,3633 0 ,3657 0,3679 0,3698 o ,3/JI'i 
0,600 0 ,350 1 0,3546 0 ,3581'1 0,3618 o 3647 
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Na integraçao de (11) levou-se em conta que o valor 
de massa total do planeta e de seu momento de inérci a , 
nos permitem escrever, respectivamente: 

Jo
l 

6 11' dr1 " 

r
' õ ,,~ d li 

() 

• 

3 

l 

2 

(12) 

(13) 

Supondo a Lua constituída de uma ún1ca fase de um 
mesmo material que se adensa no sentido do centro em 
decorrencia da prcssao segundo a equaçno de estado(lO) 
e, levando E'lll conta o valor de z • 0,392 [1~, obtemos 
os resul tados indicados na Tílbe l a IV que fornecem as 
caracteristicas mecânicas do material lunar na supe_!:. 
ficie e no centro. 

Tabela IV. Características do material lunar segundo 
a hipótese K • K + b P 

I 

b 3.0 3,5 

p 
I 

3,109 3 '102 

K, 0,219 0,212 • 

ilq J,689 3,684 

1---·-- -
I( o 0,37 1 0,389 

p 
I) 

!iO ,IiO ~0.57 

Unidildes: p 10 1 kg m-•; K • 10 11 N m- 2
; 

P • 10• N m-1 (kb) 

4,0 

3,100 

0,198 

3,676 

0, 400 

50,53 

Tensoes Considerando uma Distribuiçao de Oens1da~ ' Se 
gundo a Forma Elíptica - Uma distribuiçao para a mas 
sa específica que se ajusta ã condiçao dk/dp 3,5 

• 
(b=3,5) [1] é 

65 

( 14) 

Das equaçoes (12) e (14) obtemos para a densidade no 
centro da esfera (n•o)· 

ô " o 
8a 

3 

,h 
- a) 

_, 
+ sen lã _2 

lã 

e na superfície (n • 1): 

1/z 
6 • ô (1 - a) 

I 0 

Por outro 1 a do, de ( 13) e ( 14) : 

z .. - 1 - 6 (1 - a) 1 [ 3/J 
3a 0 

(l -a) 
3,]-, 

(15) 

( 16) 

( 17) 

Quanto ã variaçao das propriedades elásticas , supo~ 

do ainda o material sem rigidez , de (8) e (14) obt emos: 

que na superfície da esfera nos fornece 

" -'-(~} k 
I 

e para o centro: 

3 a 

• 
3a 

( 19) 

(20) 

Com relaçao ã veriaçao do módulo de elasti ci dade k 
com apressao p, o~tém-se das equaçoes (6), (7) e (8) 
para a superfície da esfera: 

(21) 

e para o centro: 

(22) 

A variaçao da pressao (adimensionalizada) com o raio 
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da esfera é obtida das equaçoes (6) e (14) na forma: 

+ sen 

.. 
2a 

6 ' o 

8 
( 1 ( 1 - n1 ) - a ( 1 - 11 ~) + 

2 2 

.ra , ( 1 - an') 
1/, 

sen - 1 ra { 1 
1/2 

- a) + 

a lãn a lã 

[ - 1 2 (sen lã n) -1 lã 2 J (sen a} (23) 

Porlanto, no centro da esfera (n=O) a expressão p~ 

ra a pressa o e: 

f! I th 
" 3 a sen lã(l - a) 

lln "' [-- + 
A 2 2 a a ra 

I 
?a 

(sen- 1 lã) 
2 

J ( 24) 

Observe-se qui! para o caso 'I irni le de a J.)rÕximo a zero 

( esf~ra hcJOnogcned), a pressao adimensiona I izada p ten 
o -

de pnra 1/b, vc1lor também obtidu alr.IVeS da equaçao 
(J}. 

A Tah<?1rJ V rnoslra os valore!> aclimensionais'-da den 
sídadé ' , 111n<:1u1o de elasticiciade k, prcssao p e va 
riac;ao do modulo de elasticidnde com a pressão dk/dp , 
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para o centro e para a superffcie , correspondentes a d1 
versos valores do parâmetro ! entre O e 1 OJ. 

Para uma esfera com as d1mensoes da lua , obtemos 
3 I - 1 0 215 p 

1 
= 3, 10 e p

0 
= ,64 x 1 O kg m ; K

1 
= , e K

0 
= 

11 _, " _, 
0,396 x 10 N rn ; P

0 
= 50.fi x TO N m ; valores que 

se a,íustam aos obtidos anlerior·rnentc {lab. IV). 

Tensoes Considerando a Presenç11 de Um Nüc 1 eo 

- O baixo valor do momento de inércia adimens ional da 
Terra (z = 0,331) e de outros planetas {Tabela I) qua~ 

do comparados com os val ores apresentados nas Tabelas 
l ! J(d) e V, e uma evidência de que nao se pode supor o 
planeta como constitu1do de um único material que se 
ddensa conti nuamente no sentido do centro . Esta conclu 
sao eslã de acordo com a hipótese da formaçao da Terra 
por acrescentamento de partículas em um certo ponto da 
nebulo~a solar, que ge~ou a formação de um corpo esfêrl 
co bas1camente homog~neo [9] .O estágio seguinte consi~ 
tiu no aquec imentÓ, principalmente devido ã radioat~ 
vidade, ~ue resultou na fusao do ferro junto ã superfi 
cie, onde eram menores as pressoes, dando formação a 
grandes "gotas" que depois afundaram na direção do ce~ 
Lro peld açao gravitacional. Segundo B.H. t~ason QOJ, 

Tdbe la v . Parãtnetros Adimensionais correspondentes ã dtstrlbuiçao de densidades na forma elíptica: 

ti ,) k (dK/dP) 1 8 ko p() z 
1 I (j 

0,000 1,0000 ~· 
3,6000 1,0000 "" o, 1667 0,400C 

I--
0,001 0,9998 332,93 3,5997 1,0003 333,53 o, 1667 0,3999 

r-
0,010 0,9980 32,933 3,5979 1,0030 33,534 0,1670 0,3998 

0,100 0,9786 2,9358 3,5782 1 ,0315 3,5468 o, 1702 0,3976 
I--

0,200 0,9539 1 ,2718 3,5534 1,0665 1,8956 0,1743 0,3948 

0,300 0,9250 0,7194 3,5251 1,1 056 1 3581 o ,1791 0,3917 
0,400 0,8906 0,4453 3 ,49l2 1 ,1498 1 ,1 017 0,1847 0,3880 

0.!.100 0,8488 0,2829 3,4545 1,20011 0,9607 0,1914 0,3837 

0,600 0,7965 0,1/70 3,4069 1,2594 0,8812 0,1996 0,3786 
I-- o, 1041 0.700 0,7284 3,3493 1,3298 0,8421 0,2099 o ,3721 

0,800 0,6334 0,0528 3,2749 1,4164 0,8359 0,2237 0,3639 

0,900 0,4835 0,0179 3,1722 1 ,5291 0,8659 0,2431 0,3525 

1,000 0,0000 0.0000 3,0000 1 ,6977 0,9607 0,2761 0,3333 
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a superf1cie original da proto-Terra teria sido "engo.}_ 
fada e di gerida". nao t~stando hoje nenhum vestígio da 
n~esma. 

lmaginaremo~ neste item a esfer;, consti tu ida de 
do is materiais, ou duas fases de um mesmo material: 
a) um núcleo denso (metãlico) e b) um manto mais 1.!_ 
ve (si li calado). 

6 

~no 

---------
6 

o 

m* .l 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1 TI 

I"IG . J - DIS'l"l1tuUrÇk> UI~ DlmSrDJ\DES CONSIOL

ill\NU(J A PIU::SF:NC"l\ m: l1~1 NÚCLL::O Pf.SA-
00 •. 

. 
A Fig. 3 mostra a distnbuiçao de dens idades em fun 

çao da distância ao centr·o tendo-se adotado a rel11çao 
(14) que se mostrou satisfatória em tenno-s do valor 
!lk/dp e onde o 1ndi ce n se refere ao núcleo, !!! ao man 
lo e o subscrito (.) ã inter-face entre o núcleo e o 
manto. 

Na superfície leremos, 

ii - a 
~ (---"-t 
3 

(25) 

que nos dão a díslribuiçao de densidades no manto, p~ 
1 o conhecimento dd s c a rac tê rT s ti c as mecânicas do ma te 
rial na superficie (óm

1 
e km

1 
). 

6 7 

A distribuição de densidades no núcleo (detennilkl•i« 
pelos parlimetros 6no• a0 e IJ*) pode ser obtida [1] le 
vando em ronta os valores conhecidos da massa total, do 
momento de inercia z e do fato que o mõdulo de elasticl 
dade não sofre descontinuidade entre o manto e o núcleo 
(Km* .. Kn*) [3] vinculas que nos pennitem obter um si~ 
tema determinado de 3 equações a 3 incógnitas. 

Como um teste do metodo proposto, utilizaremos os va 
lores conhecidos para o manto superior da Terra (indic! 
dos pe 1 o equi Hbri o da crosta - I sostasi a [ 4]) , a saber 

bem como os dados conhecidos [2] 

- _, 
p = 5,52 x 10 3 kg m , R= 6,37 x 106 m e z=0,331 

qve nos permitem obter 6m = 0,600 e k = 0,0742, que 
1 m1 

levados em (25} fornecem am = 0,7214 e bmo = 1,137. 
As restrições de massa total, momento de inercia e 

módulo de elasticidade, nos conduzem a 

n. = 0,556 6no = 2,20 

A Tabela VI dá uma ideia da precisào do método, com 
parando os resultidos obtidos com as informações sismo 
lógicas disponíveis [6]. 

' 
Calculando as pressoes na Terra através da integr! 

ção de (6), utilizando-se os valores adotados para am, 

6mo' an• 600 en., obtemos: 

p. " 0,1269 
P

0 
" 0,3421 

P* = 1,315 x 1011 N m-' 
P 

0 
= 3,544 X 1011 N m-' 

que comparados com os valores obtidos pelas informaçoes 
sismolõgicas [6], a saber, 

P,.. = 1,352 x 10 11 N m-
2 e P = 3,617 X 1011 N m-1 

(I 

nos indicam umrt diferença de 31. 

MODELOS PARA OS PLANETAS TERRESTRES 
O conhecimento do interior de nosso planeta, dese~ 

volvido pelos estudos sismolõgicos, nos permite estab~ 
lecer pares de valores porJ a massa es~ecifica (11

1111
) e 

módulo de elastici dade volumétrica (K
1111

) na superfície 
que, segundo o método introdulido no capitulo preced~~ 
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Tabela VI. Propried;~elns Mecânicas do Material Terre~ 

lres (~) calculadas segundo o método propo~ 

tos e {b) detemlnc~das pelas infonnaçoes si~ 

nwlógicas [ 6] 

(a) {b) USl 
I--· 

0no 12 ,1 12,6 

--
Pn* 

9,H9 9,96 lO' kg m- 1 

''m* 
5,53 5,!13 

t----·- -
KIIO 1'l ,2 IJ,n 

-
Kn* /,?6 6,15 1011 N m-~ 

-
Knt, 1,26 ft,•'!"i 

- - -
R. 3 , !,11 3 ,49 101 n1 

te. nos lP.v am a ollter o va lnt· conhecido (!,. = 0,547 
para o rato do núcleo pesado da Terra . A part i r des 

ses resultados c poss ive l cc nslru i r -se uma serie de ~ 
dd o!> para o inter1ot· dd Te•·• a dos quais foi selecion~ 

rio o que rna is se J ju!>ta aos valures indicados por An 

dersoo e l!arl (1977 ) [ 6] 'lUto correspond'!!ll, para o ma 

er ial deJ nii< h>o, a urna masst1 e!>peÇÍ flca 11
0 1 

5,9 x 
- s - • 10 ' l g m . rPduzida a prtssao tero. 

A jMr' Lir· rio'> resul l.t1clos ul>titlos pari! a Terra e,pa_!: 
tindo uo pt'l'sSuposto que> u IH<.~ teria I do núcleo da Lua 

e Morte é rl tt IIIO!>IIId natureza, tornou-se rJOS~Ível elab~ 

, ... ,. J label11 VIl que aprest!nla um modelo proposto para 

ct~dtl 'JIII deslt·~ astros, dos quais se conhece o momento 

de inerc i<J 1 

Mudelu~ p.n·a Venus e MerciÃrio - A ausênciil de 

tes n.tlur.lis parr~ esses duis pldnetas tnleriores 
satéli 

do 
SH. tem., solat impos.,ibllHou, ate o presente, o conh! 
rimeOlo do ntomcnto de 1nert1a, tmportante informação 

rel.HJVa ao dest!nvolvimento de modelos para suas cons 
l1 tu1çao. 

Ho caso do pldnetil Venus, que por suas 

<.oes mu1 to se <lS!WfJl'lhd i Terra , ran~mos a hipõtese de 

que os tnateria1s dr, m11nto e do nücleo sejafll da J:l€s 

natureza dos materidtS terrt-!ilrf''> (l'n ":',30 x 10-3 c ,, 
K • 0,770 x 1011 N m-l ). 

Adotando-se os vr~lore~ conhecidos (R= 6,055 x lO"m 
e n !>,246 x 10' kq m- 1 (l.tbt 1•• I) obtemos 
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ô ~ 0,629 k • 0,0910 am • 0,6973 ômo ~ 1,1433 m, m1 

Tabela VIr . Modelos propostos para a Lua, Marte e Ter 

ra. 

(USI) L U A H A R T E T E R R A 

PROP. [n] PROP. [ s] PROP. [(I 

Pno 10 b,320 5,223 7,54 - 12 ,32 12,58 

n "* Kqm-, 6 ,2/S 5.209 7,04 - l 0,06 9,96 

n "'., 3,41 5 3,434 3,94 - 5,60 5,53 

n. 0,249 (0,2) 0,458 0,45 0,547 0,547 

R• IO~m 0,438 0, 338 1,555 1,54 3,485 3,485 

Knn 1,498 1,423 3,04 - 15,45 13,64 

1 o 11 ·' 
Kn. 1,461 1 ,400 1,59 - 7,51 6,35 

K 
N "' 

-1 1 ,461 1,745 1,59 7,51 6,43 -m• 

Pno 0,0583 0,053 0,385 - 3,584 3,617 

Pn • 0,0479 0,048 0,203 - 1,354 1,352 

Para cada vctlor atribuído ã n* obteve-se os corres 
pondentes de dn• 600 e z. Desses valores, selecionou

-se aquele que dã, para o material do núcleo, o valor 

n : 5,9 x IOJ kg m-3
, correspondente ao material ter no 

restre redutido ã pressao 7ero, nos pennitindo propor 
para Venus: 

n* = O,h3i! 1 • 0,336 R* = 3,22 x IO~n 

A wcerteza na deterflnnaçao do d âmetr~ de Hercürio 

nos pennile 11penas uma estimativa grosseira de sua m~ 

sa ~>sreecif i ca ma s que, apesar de tudo, desde 1960 [2~ 

~e sabe que e qrande para as dirr.ensoes do planeta ( p ; 
- • ,4 Jl 10 1 kg rn-'). Hão s«:ria pl11usívcl portanto, su 

por-~e que o material do manto fosse semelhante ao da 
Terra e Venus. 

Adotando-se para o material do n.anto de Mercúrio as 
Cdracteristicas mecânicas da Olivina Ferrosa (Faialita ) 
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para a qual ~e conhece (Tabela I! ) 

e como para Mercúno, R " 2 ,4<13 J( 10'' m. obtemos: 

ê ~ 0,8130 m, ~ 111 , 0 ,9045 e {dk/dp)
1 

• 4,9 

Procedendo da mesma fonna corno foi feito para o pl! 

neta Venus. selecionou-c;<' o modelo que nos leva ãs meJ_ 

m..ts caracterhticas para o mil terial do nucleo de Merc.Q. 

ri o: 

0,760 z c 0,371 1,86 x 106 m 

•'no - 6 ,8!1 x 1 O' 11 ., 6 ,27 x 10 1 nm. " 4,66 x 
114 

CONCLUSAO: 

A int roduç.,o da funçao elipt 1ca (14) pi!ra represe!l 

t ar a clhtribuiçao de denc;idcldes no intt>l'ior dos olan~ 

tas t~rre~ t res se mostrou arlequada , p,., nc i pa lmente no 

que d11 respeitO ã var•aç.to do mõdulo de elasticidade 

root a pressao {dK/dl' em torno cl 3 ,5). Através dela 

tornou- .e 110'>~ 1vel cstahcl ~ f't' l, t•mativ<~s dos parãm~ 

t ros que descrcvt-nl as JWOpn ~;or~di'S rnec.tni C'IS daqueles 

a~ lro~, IJascoldo na hipÕt(•se •Jl1 un1 fo.- id .. tlr de propri~ 

d<~cles mt'l .,,,, CdS poH·11 os ma te r1 d 1 s etc , 11 ~ nüc 1 eos de!l 

• us. O~ resul t .• dos ob11dos w.., penn1 ·~m propor uma! 

CJU il~·ao IJ tle se djut; 1. ,1 ao c.om~HH lamt-r1lo· do urndu 1 o de e 

J .. •.li r idclde em funçtln d<1 pre'>"••O, d ~ r1bcr· 

K l,JI + 4,69 P- 0,0??? P ( 10 11 N m- ') {26) 

·mde K 1,31 x 10 11 N '"- t: (dK/dP) 1 4,69 , valores 

I OUIIJ<lliveh COIII OS 111dlt.H'Íd1 S lllf'I(>Ot"1 1 I I 0'> (Olivina , p2_ 

r"OXen i O • e l <.: I 5 J ) . 
A es tilll<l liVil rlt1 pre~sao no cç•ntro rlt1 Terra, do môd~ 

lo de elas t ic ldddt.> do miltt>rial 11() u·11lr, da Lua. do 

r·rt•o do núcleo pP~,,do de Venu o; ou do ,,,omento de í ner 

tta rle Hercur1o, pr~~f'nles nesle trahalho, nao visam 

Jl int~rt>sse inlriiiSI!lO dessas delerminaçocs. Da mes 

a fonn.t que um astr·onomo, ao n.edir a dlst~ncia de uma 

al ãxia lo11giqua, está motivado pelo problema maior d,, 

ature1t1 do Cosmos, teve -se etn mente coletar infOI'ffiú 

·oes t~ue possam for· lalecer uma teoria sobre a origem 

a formaçao do Si~Lema Solc~r. 
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EDITORIAL 

lenta mas progressivamente a Revista Brasileira de Ciencias Mecânicas vai caminhando. Os 
t~abalhos vem sendo enviados com maior frequincia e esperamos ji para o pr&ximo ano aumentar 
o numero de edições anuais para quatro. 

Ouvir as cr~ticas, aproveitar aquelas que são lucidas e viiveis, não deixar que os defei 
tos de forma se transformem em cavalos de batalha, desvirtuando o objetivo principal da Revis 
ta que i a divulgação dos resultados de pesquisa, tem sido o caminho seguido até aqui e o que 
pretendemos continuar trilhando. 

Ao que tudo indica a Revista Brasileira de Ciencias Mecânicas esti tomando força. Agora, 
mais que nunca necessita do apoio dos associados da ABCM, da comunidade cient1fica, das Insti 
tuiç~es de Ensino Superior e de Empresas e Indústrias. Quando se fala em apoio, pensa-se lo
go em apoio financeiro e em geral, apoio financeiro gratuito, doação. Embora o apoio finan
ceiro seja necessirio, e muitas vezes desvinculado de um fim especlfico, mas sempre associado 
a um beneficio maior e mais amplo, não é dele a que me refiro agora. O apoio a que me refiro 
é mais importante que o apoio financeiro, porque é justamente o que lhe dã conteudo e razão 
de ser. 

t indispensãvel que as publicações da Revista sejam usadas e tenham significado. Sejam 
usadas principalmente pelos membros da nossa comunidade cient1fica e das nossas empresas. 
Sirvam de base ou comparação para novos desenvolvimentos tanto teóricos como aplicados. t 
preciso que o engenheiro de projeto se habitue a usar os trabalhos publicados como pontos de 
referência sobre os quais possa desenvolver suas aplicaçõ~s. t preciso, principalmente, que 
a Revista abra um veiculo de comunicação extremamente fértil entre a Empresa e as Universida
des e os Institutos de Pesquisa. Muitas vezes o trabalho publicado i apenas o indicador de 
potencialidade. Todos os autores. estou certo, estão interessados em atenderem a quaisquer 
solicitações que estejam dentro das suas possibilidades. r necessãrio que se deflagre um 
maior intercâmbio direto entre os membros da comunidade cient1fica e tecnológica. Este e um 
apoio de que necessitamos. 

Tenham significado, isto e. contem ponto, sejam avaliados com justiça. Quando recebemos 
nas Universidades, formulârios de Õrgãos de Ensino e/ou Pesquisa, ou de Agencias Financiado
ras dirigidos com propósitos de avaliação, i praticamente invariãvel a distinção de trabalhos 
publicados, ou pelo menos duas categorias: trabalhos publicados em revistas "nacionais" e "e! 
trangeirasd. Sem querer entrar em uma anilise detalhada da questão, é evidente que para fins 
de avaliação a classificação não faz sentido. O que existe são revistas cientlficas de uboa 
qualidade" e revistas cient1ficas de "mâ qualidade". Certamente a atribuição de uma escala 
de qualidade para revistas cientlficas é uma boa idéia e pode ser usada no estabelecimento de 
1ndices médios para avaliação da qualidade de produção cient~fica. O criterio para se estab~ 
lecer esta escala não deve ser, no entanto, um critério de •nacionalidade". O Conselho Edito 
rial, o modo de seleção dos trabalhos, o objetivo da Revista são dados muito mais significati 
vos. Neste sentido a Revista Br asileira de Ciências Mecânicas i competitiva e estã disposta 
a ser julgada com as demais congineres , quaisquer que sejam as suas "nacionalidades". 

Estes são os apoios de que necessitamos, especialmente neste momento em que a Revista 
Brasileira de Ciências Mecânicas começa a crescer . 
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UM MÉTODO RACIONAL EXPLÍCITO PARA PROJ ETO DE COMPONENTES MECÂNICOS 
SUJEITOS A CARREGAMENTOS DI NÂMI COS GERAIS 

JAIME TUP IASSU PINHO DE CASTRO 
PROFESSOR AUXILIAR 
DEPTO, DE ENG, MEC.1 PUC/RJ1 RIO DE JANEIR01 RJ 

SUMARIO 
E 6ti~a uma ~ev~4ão do4 método4 uti!izado6 atualmente no p~oje~o à 6adiga de peçd4 
4ujeita4 a um ea~~egamen~o d~nãmieo complexo. E p~opob~a uma 6e~~amen~a. utiliz~vel 

explic.i~amen~e du~an~e o e4~~g~o de dimen4ionamtnto, babeada no mé~odo de an~lihe l~ 

cal de ten4Õe4 e de6o~maçÕe4 e em uma acumulação !inea~ de dano. O ~ipo de 4olici~~ 
ção con4ide~ada é ge~a!, admi~~ndo um e4tado t~i-axial de ten4Õe4 e a exihtinc.ia de 
~en4Õe4 ~e6iduai4 p~ovoc.ada4 po~ e6coamen~o ou po~ 6ab~icação , e é pe~mitido ao pAo
je~i4~a a e4pec.46~c.ação da ~t6i4~inc.ia do ma~t~ial ã 6ad~ga, inclU6ive a~~avi4 de 

c.u~va6 expe.ILimttt~ai4 . 

INTRODUÇAO 
O problema do dimensionamento de peças ou 

estruturas sujeitas a um carregamento dinâmi
co complexo ainda não tem uma solução univer
salmente aceita . O conhecimento atual do me
canismo de falhas mecânicas devido a fadiga 
dos materiais e incompleto , e portanto não 
nos permite uma solução matemãtica Ünica, uti 
lizãvel diretamente em projetos. Em Engenha
ria são usados métodos racionais que combi
nam, em vãrios graus de sofisticação, anãlise 
de tensões e deformações, mecânica~ fratura, 
dados experimentais e/ou (se possivel) experi 
ência acumulada em casos semelhantes. 

Experiência acumulada - "know how" - e te! 
nologia, e co~o tal dificilmente accessivel 
na literatura, jã que e um bem com valor eco
nomlCO. Dai a necessidade do desenvolvimento 
de métodos racionais explicitos, que possam 
utilizar de forma direta, na fase de projeto , 
hipóteses razoãveis e coerentes com a realida 
de física. 

Os objetivos deste trabalho são reve r os 

mêtodos de projeto ã fadiga e apresentar uma 
ferrament~. de utilização relativamente sim
ples, capaz de ataca r problemas de pr ojeto m! 
cânlco onde a suposição de um carregamento 
constante seja irreal. O tipo de solicitação 
considerada ê bastante geral - um estado bi 
ou tri-axial de tensões , com compone ntes me
dia e alternada, de amplit ude variãvel no tem 
po. r suposta uma acumulação linear de dano, 
e e permitido ao projetista a escolha do tipo 
da resistência do mate r ial ã fadiga - por e
xemp lo atravês de curvas obtidas experimental 
mente. 

UMA VISTA GERAL SOBRE O PROBLEMA DO PROJETO A 
FADIGA 

Podem ser identificados três correntes no 
ataque moderno ao problema do projeto ã fadi
ga, que podemos chamar de: estat1stica, mecâ
nica da fratu r a e anã l ise de t ensões/deforma
ções. Estes enfoques ~videntemente não são 
estanques, mas identificam filosofias dife ren 
tes de se encara r um mesmo problema. O obje-
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tive bâsico ê Único - prever a vida (ou a re
sistência) de uma peça ou estrutura sujeita a 
carregamento dinâmico . 

O enfoque estatístico parte da supos1çao 
de que fadiga e um fenômeno aleatório, e pro
cura descrever, da maneira mais precisa poss! 
vel, a forma das distribuições de probabilid~ 

de relevantes ao problema. Por exemplo, é u
sual descrever-se a variação da vida ã fadiga 
de peças idênticas, submetidas a carregamen· 
tos iguais, através de uma distribuição log· 
-normal ou de uma distribuição de Weibull com 
2 ou 3 parâmetros. A linha de pesquisa em e1 
tatística visa atacar o problema mais geral 
de solicitações variãveis, descrevendo matem~ 
ticamente as funções de probabilidade de fa
lha. As referência [1-6] exploram este enfo
que. 

A Mecânica da Fratura visa descrever o cam 
po de tensões no entorno de fendas internas 
ao material, e a velocidade de propa~ação dei 
tas fendas quando as solicitações são dinâmi
cas [7·10]. (um enfoque mais bâsico, que 
preocupa-se com fenômenos microscópicos e com 
a descrição do mecanismo de falha propriamen
te dito. As dificuldades matemãticas são mu! 
tas vezes consideriveis, mas em projetos onde 
fratura pode ser catastrÓfica - em aviação ou 
em reatores nucleares por exemplo - este mêt~ 
do pode prever os intervalos necessãrios en
tre manutenções preventivas. A idéia bãsica 
é supor que toda estrutura possui, inevi tave.!_ 
mente, fendas internas que tendem a propagar
·se com o uso. Se a lei de propagação das 
fendas for conhecida, se o método de inspeção 
usado durante as vistorias periÓdicas detec-
tar todas as rachas maiores do que um v a 1 o r 

minimo, e se for possível estimar-se o mãximo 
tamanho de fenda capaz de evitar uma fratura 
sübita (função da velocidade e do tipo de ca! 
regamento, tenacidade do material, temperatu
ra, geometria da estrutura, e~istência de re
tardares de fendas, etc ... ), hâ possibilidade 
de se chegar ao esquema de manutenção necessa 
r io para não ter-se falhas. 

Em projeto de grandes estruturas, onde a 
probabilidade de existência de fendas e mui
to grande e onde inspeções periódicas sao viã 
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veis, este método é talvez o mais racional. 
Mas no projeto de peças pequenas, submetidas 
a um bom controle de qualidade durante a fa
bricação e/ou montagem, que trabalhem sob so
licitações predominantemente elãsticas (fadi
ga de longa vida), sabe-se que a maior parte 
da vida da peça é usada na geração de fendas 
macroscópicas, e não na sua propagação (70· 
-80% ê um valor típico [11·12]). Logo , su-
por a pré-existência de rachaduras internas 
pode ser desnecessariamente conservativo. 

A terceira maneira de ataque parte dos 
pressupostos que: 
(a) uma descrição "precisa" das tensões e de-

formações (elãsticas e inelãsticas, incl~ 
indo tensões residuais nos pontos mais solic! 
tados das peças, ~s raizes dos concentradores 
de tensões) ; .I 

(b) uma descrição "precisa" do comportamento 
do ma ter i a 1 (a travês das curvas tensão/d! 

formação a•c, estãtica (monótona) e cíclica, 
e das curvas de vida ã fadiga S·N); 
(c) uma contagem Mprecisa" dos ciclos de soli 

citação, e 
(d) uma teoria de acumulação de dano (em ge-

ral a regra de Palmgren-Miner), 
são as quatro ferramentas suficientes para r! 
solver o problema do projeto ã fadiga. Ou se 
ja, a idéia ê chegar-se a descrição mais real 
possivel do carregamento e do seu efeito so· 
bre a resposta do material, e usar estas in· 
formações no projeto. Este é um enfoque ma
croscópico, onde os mecanismos de geração e 
propagação de fendas sõ são levados em consi
deração de forma indireta, através das curvas 
S·N do material. Entretanto as dificuldades 
matemáticas deste método não são intransponí 
veis, e sua aplicação leva a uma Õtima visão 
geral do problema de projeto. E ele ê parti
cularmente Ütil para engenheiros com formação 
mecãnica, habituados aos métodos usados em me 
cânica dos sólidos [13]. A seguir alguns de
talhes dos passos (a)-(d) são comentados. 

AN~LISE DE TENSOES E DEFORMAÇOES 
Uma das razões da discrepância entre o com 

portamento em serviço e o comportamento pre
visto de peças sujeitas a fadiga e, sem dÜvi· 
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da, uma anãlise de tensões e deformações mal 
feita. As fendas quase sempre iniciam-se em 
pontos de concentração de tensões, ohde a com 
binação a •E pode ser totalmente diferente do 
estado nominal previsto, mesmo que um fator 
de concentração de tensões seja usado no pro
jeto, devido a efeitos de escoamento localiz! 
do. Tensões residuais causadas por sobre ca! 
gas eventuais, diferença entre o comportamen
to ciclico e monõtono dos materiais, relaxa
mento de tensões, são fenômenos que acontecem 
em serviço e que devem ser considerados numa 
previsão mais correta. Na literatura são re
portadas melhorias consideráveis em previsões 
que consideram estes fenômenos em pontos cri
ticas de peças [14-18]. 

Uma das soluções usadas é aplicar a regra 
de Neuber [19], que relaciona a deformação e 
a tensão na raiz de um entalhe com a deforma
ção e a tensão nominal da peça, mesmo que es
coamento ocorra: 

{ 1 ) 

onde K
0 

e KE são os fatores rea i s de concen
tração de tensões e deformações, respectiva
mente, e Kt é o fator teórico (geométrico) de 
concentração de tensões, vãlido na fase elás
tica. Uma justificação intuitiva de que o 
produto K

0 
KE possa permanece~ constante en

contra- se no fato que K
0 

diminui enquanto KE 
aumenta no escoamento. No caso de fadiga on
de, devido a diferentes sensibilidades ao en
talhe, Kt deve ser substituído por Kf (o fa
tor de concentração de tensões ã fadiga), a 
regra de Neuber pode ser escrita como: 

( 2) 

onde onom' Enom são a tensão e a deformação 
nomin a~ da peça ; a, E a tensão e a deformação 
na rai z do entalhe ; E o mõdulo de elasticida
de . Se o estado nomi nal de tensões for elãs
tico , o que ê usual em casos prâticos, obte
mos : 

( 3) 
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que e uma equação conveniente para o uso em 
projetos. Se a curva o•E for conhecida, (3) 

nos dã a tensão e a deformação real que ocor
rem no ponto mais solicitado da seção mais s~ 

licitada, e é esta a combinação que darã ini
cio a falha por fadiga da peça. onom e obti
do através de uma anãlise comum de tensões 
(por exemplo P/A, onde P é força e A area nu
ma solicitação axial , etc ... ) , e Kf é função 
da geometria e do material, e e uma constante 
da peça. 

COMPORTAMENTO DO MATERIAL SOB CARREGAMENTO DI 
N~MICO 

Um fator frequentemente não considerado em 
projetos é a diferença que existe entre o com 
portamento o •E estãtico e c1clico dos mate
riais. Por exemplo. na figura 1 as curvas 
a•& ciclica (estabilizada) e monõtona de al
guns materiais são apresentadas. As tensões 
e deformações na fase plãstica podem ser rel~ 
cionadas matematicamente. tanto no caso monó
tono como no ciclico, através de leis expone~ 
ciais: 

ou ( 4) 

onde K, K' são os coeficientes de resistência 
estãtico e ciclico e a, a' os expoentes de en 

~ 
MPo 

loeth-

700 

.01 .02 

~OSAE4340 
(350 BHN) 

(Aif. [8]) 
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cruamento. estãtico e cíclico, respectivamen
te. Valores das constantes K, K', a, a' po
dem se r obtidos através de testes de tração 
estãticos e dinâmicos. Landgraf et.al. [20] 
mostram que para vãrios materiais O. 10 < a' < 

< O.ZO , com a' - O. 15 sendo o valor mais co
mum. Se a < - 0.10 o material tende a "amol! 
cer" sob tensies cíclicas; se a> - 0.20 ten
de a "endurecer" e se - 0.10 < a< - 0.20 o 
comportamento cíclico tende a ser aproximada
mente estãvel. Estes números, evidentemente, 
só devem ser interpretados como orientacão, 
bem como a clãssica receita de que metais re
cozidos tendem a endurecer e metais altamente 
trabalhados a frio tendem a amolecer, quando 
solicitados ciclicamente. 

Em projetos,a variação do efeito de encrua 
' mento sob solicitações ciclicas impl i ca que, 

durante a aplicação da regra de Neuber, os V! 
lores de a e E devem ser considerados função 
da história do carregamento. Ou, em~ outras 
palavras. os materiais tem memória. [2 1-25] 

Um outro efeito importantíssi mo do escoa
mento é a possibilidade da criação de tensões 
residuais (13,26) . Variações de duas ordens 
de grandeza entre a vida prevista e a obtida 
podem ocorrer se este fenômeno for ignorado. 
Tensões residuais compressivas são benéficas 
e trativas são prejudiciais ã vi da da peç~. 

Logo, uma sobre-carga trativa numa peça enta
lhada pode ser Útil, o que não é um fenômeno 
intuitivo [26,27]. 

Pelo dito acima, vê-se que algum tipo de 
"anilise ciclo a ciclo" é necessãr io para des 
crever o comportamento "e:~tato" da peça sob so 
licitações dinâmicas. 

CONTAGEM DO NOMERO DE CICLOS 
Com a necessidade da descrição do comport! 

mento ciclo a ciclo da peça, um outro proble
ma sêrio ê encontrado nos projetos ã fadiga: 

Como definir "ciclos" para carregamentos 
complexos? Como contã-los? Como diferenciar 
entre tensão média e tensão alternada? 

Dowling [H] faz uma Õtima revisão deste 
problema, e conclui recomendando a utilização 
do "chuvisco" (rain·flow) ou do "faixa-par• 
(range-pair) como os Ünicos métodos, dos atu-
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almente disponíveis, capazes de contar cicTos 
de carregamento de forma confiãvel. Programas 
de computador para executar uma contagem se
gundo estes métodos são disponíveis na litera 
tura [28,29]. 

Contar ciclos um a um e, no mínimo, uma ta 
refa tediosa. Nelson e Fuchs [30,31] propõem 
um método, chamado "raia" (race-track), para 
condensar a histõria de tensões desprezando 
valores pequenos que não causem dano detectã
vel, o que permite diminuir o tempo necessa
rio para contagem (ou teste). 

Mas, lamentavelmente, ainda são pouquíssi
mas as soluções analfticas disponfveis para 
evitar este trabalho. Cranda11 e Mark [32] 
apresentam um modelo utilizãvel em peças cu
jas tensões, caus&das por uma solicitação a
leatõr;a, sejam.~stacionirias e de faixa es
treita. Muita pesquisa ainda e necessãria 
nesta ãrea, principalmente para relacionar di 
versos tipos de espectro com a contagem feita 
pelos métodos "chuvisco" ou "faixa-par". 

ACUMULAÇAO DE DANO 
Palmgren publicou em 1924 a regra de acum~ 

lação 1 i near de dano, ín; /N; c 1 ( ni numero 
de c i elos de solicitação na tensão cri, Ni nÜ· 

mero de ciclos necessãrios para falha nesta 
tensão ) . Ate hoje este ainda é o modelo mais 
usado em projeto. Muitas das deficiências 1n 
trínsecas desta regra, principalmente ser in
dependente da ordem de aplicação do carrega· 
mento, são contornãveis calculando-se dano ci 
elo a ciclo, através dos métodos discutidos 
nos itens acima . 

Grover [33] propõe uma variante da regra 
de acumulação linear, onde os perÍodos de in{ 
cio e propagação de fendas são diferenciados. 
Stallmeyer e Walker [34] discutem virias ou· 
tras variações. Mas todo modelo macroscõpico 
i, necessariamente, uma racionalização da re! 
lidade fÍs i ca, e portanto em nenhum hã u•a 
vantagem intrinseca sobre a regra de Palmgre! 
-Miner . Como esta e a mais simples e a mais 
documentada seu uso ê recomendãvel, princi· 
palmente com uma contagem que preserve a or
dem de carregamento. 

Alguns modelos recentes [35] usam a regre 
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de Palmgren-Miner para prever início de fen
da, e empregam conceitos de Mecânica da Fratu 
ra para o estágio de propagação. 

SIMPLIFICAÇOES UTILIZ~VEIS EM PROJETOS 
Modelos que descrevam "exatament~" o com

portamento tensão-deformação-resistência cí
clico são necessariamente complexos, e neces
sitam de um computador para executar os cãlcu 
los indispensãveis para as previsões. Alem 
disto, em projetos as dimensões não são conhe 
cidas a priori, o que impede a especificação 
das tensões de trabalho. 

logo, e justificável e necessário o desen
volvimento de modelos simplificados, que pos
sam ser utilizados de forma direta e explíci
ta em projetos. A i dei a e tentar inclui r a 
melhor descrição da realidade fisica compatí
vel com um mínimo de computação. 

Castro [36] descreve um metodo racional e~ 
plicito para projeto de componentes mecânicos 
sujeitos a car r egamentos dinâmicos gerais. A
qui retomamos esta linha e desenvolvemos alg_y_ 
mas fÕrmu las utilizáveis diretamente no dimen 
sionamento de vãrias peças comuns. 

As simplificações usadas são: 
1- Supor que as resistências S do material 

sejam especificadas por: 
(a) su . sy. se e sf' respectivamente as resis 

tências ã ruptura, ao esc~amento, ã fadi
ga para vida infinita e fini.ta. se leva em 
consideração os efeitos de acabamento superfi 
c i a 1, tamanho, e te .. o, e S f ê função do núme
ro de ciclos. 
(b} A linha de Wohler (diag rama S·N) dada por 

uma linha reta em loglog: 

(5) 

ou, se o material possuir limite de fadiga em 
B ciclos: 

b 
MS = c N < 8 N >, B (6) 

(c) Diagrama oa • am (tensão alternada-tensão 
media), tipo Jinha de Goodman. dado por 

uma linha de r~ptura geral de equação: 
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(7) 

onde Sa, Sm são resistências ãs solicitações 
alternadas e medias, respectivamente. 

2- Supor que o carregamento F possa ser d~ 
composto em componentes F1 , que ajam durante 
n1 ciclos, contados por algum método especifi 
cado . 

F e geral e pode provocar momentos fleto
res (M) e torso res (T), bem como esforços no! 
mais (P) e cortantes (C). As tensões equiva-
1 en fes são ca 1 cul a das segundo uma teoria de 
falha escolhida pelo projetista. Por exem
plo, no caso de um estado bi-dimensional de 
tensões, usando-se a teoria da mâxima energia 
de distorção. a i -esima tensão alternada equi 
valente, oEa . , i dada por: 

1 

0 Ea
1 

~ [<KfP 0 xPai ~ KfM 

- ( Kfp o xPa; + KfM 

(Kfp 0 yPao , + KfM 

+ (KfP 0 yPa o + KfM 

"" 
1 

+ 3(KfT TTa 
i 

+ KfC 

2 
0 xMa.) -

1 

0 xMao) . 
1 

0 yMao) + 
1 

a )2 + 
yMa; 

I 2JT 
Tcai l ( 8) 

onde oyHa· é a tensão normal na direção y cau 
sada pela 1 componente alternada do i-êsimo fle 
tor, TTa · a tensão cisalhante causada pelo 

1 - -torsor, Kf~ e o fator de concentraçao de te~ 
sões para esforços norma is, etc... (Sempre 
que for possível evitar dúvidas, os indices 
são omitidos nas aplicações abaixo). 

Para uma dada combinação oa · am' podemos 
calcular uma tensão totalmente alternada (com 
om = O) que causaria o mesmo dano ã peça, se
gundo uma linha de ruptura pre-determinada. 
Sejam oEa;, a Em i as tensões e qui v a 1 entes cau
sadas pelo carregamento F1. De (7) temos: 

(9) 

De posse deste valor Sf; e usando a linha 
de Wõhler do material, calculamos o numero de 
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ESPEC lfiC Aç&s ------------------, 
WATERIAL 

LINHA DE WÕHLER 
NSb = e 

GEOMETRIA DIAGRAWA DE REStSTOO 

(f;-)' + (i;-)': I 

CARREGAWENTO 
F1 , n1 c,tLCULO DAS TENSÓE:s 

<iio . ÔEm1 O"',.... :f(d) 
I , ' I 

F1guro 2 

ciclos Ni que causariam falha por fadiga 
esta tensão alternada: 

COI!l 

Note-se que o simbolo 
Ni e, em geral, finito. 
Palmgren-Miner, soma-se 
diversas componentes F1 

(10) 

sf· e usado porque 
1 

Usa ndo-se a regra de 
o dano causado pelas 
da solicitação: 

( 11) 

-2 -3 -(11) ê uma equação em d e d , onde d e uma 
dimensão caracteristica da peça, e ê em 9eral 
resolvida por métodos iterativos. ~ importa~ 

te realçar que esta equação e aplicãvel de 
forma direta e explicita em projetos. A fig~ 
ra 2 ilustra a filosofia de aplicação deste 
método. 

Em muitos casos práticos a solicitação F 
causa sõ momentos ou sõ esforços, o que torna 

- ) - , -2 -3 a equaçao (11 f unçao so de d ou d , 
respectivamente. Nestes casos esta equação 
pode ser trabalhada em formas mais úteis. 

Se somente mome ntos fletores e torsores s~ 
licitarem a peça, a teoria da mãxima energia 
de distorção nos dã: 

(12) 

onde qM ' qT são constantes, função da geome 
tria da peça. Para seção circular, por exem
plo: 

32 ~ 2 3 2' aE=--:! (KfMM) +~(KfTT) (13) 
n d 

Em j37l podem ser encontrados valores de 
qM e qT para vãrias formas de seção. (12) p~ 
de ser esc r ito de forma mais conveniente como: 

( 1 4) 

Apôs um pouco de ginãstica algébrica, e 
usando coerentemente os indicas jã definidos 
acima, obtemos uma variação de ( 11) onde o nu 
mero de contas necessãrias é minimizado (o 
que facilita o seu uso em calculadoras de bol 
so programáveis): 

( 15) 

( 16) 

Caso as solicitações provoquem somente es 
forços normais e cortantes, uma equação seme -



RevBrCMec V.2 Set 80 

lhante em d2 é obtida. Se o projetista pref~ 
r ir o uso da t~oria da mãxima tensão cisalhan 
te, ou de qualquer outra teoria de falha, o 
valor de Q deve ser calculado de acordo. 

Um problema um pouco mais complexo ocorre 
quando hã tensões residuais na peça, induzi
das por escoamento ou tratamento térmico. Se 
ja ares; a tensão residual superposta ao car
regamento oEi · ores pode ser constante caso 
não haja escoamento durante o uso da peça,mas 
em geral o s é função da histõria do carre-

re 1 
gamento anter1or a oE., isto é, ores··f(aE.), 

1 1 J -
j=O, ... , i-l. Se o s for de sentido contra re -
rio a oE, a equação (11) pode ser escrita co-
mo: 

Se ares tiver o ~esmo sentido de oE, deve
-se usar a soma das duas em (17). Um caso 
particular vale a pena ser explicitado: quan
do tensões residuais são propositadamente in-
duzidas durante fabricação e não hã escoa-
mento em serv1ço. carregamentos causados so
mente por momentos levam a uma equação seme
lhante a (15): 

onde 

( l 9) 

As equações (11)-(19) cobrem a maioria dos 
proble~as de di~ensionamento que um projetis
ta encontra na prática. 

APLICAÇOES 
Usaremos o método desenvolvido acima pa r a 

estima r as dimensões de uma barra de torsão 
para um automóvel mé dio , probl ema onde supo r 
que o car rega~ento tenha amp l itude cons t ante 
não é r azoãvel. Jã que o método fnti tula-se 

77 

"racional", para este exemplo escolhemos da
dos que se baseiam apenas em bom senso, ou s~ 
ja: a ausência de dados experimentais e/ou 
tecnologia acumulada - "know-how• - é contor
nada por suposições coe rentes e por uma anãli 
se que considera a realidade fTsica. Na fig~ 

ra 3 é apresentado um esquema do mecanismo 
proposto. 

Figuro 3 

A peça trabalha como mola, logo o material 
escolhido deve maximizar resiliência e ter Se 
definido, para que um serviço no rmal não pro
voque fadiga. Um aço de alta resistência e 
uma escolha natural, pela disponibilidade no 
mercado, preço accessivel, comportamento co
nhecido. Boa temperabilidade e tenacidade 
são requisitos paralelos. O aço SAE 5160, 

por exemplo, é uma boa escolha. Suas proprl! 
dades (monótonas) são (38]: 

Su= 1,65 GPa Sy= 1,5 GPa G= 74,1 GPa (20) 

onde G é o MÓdulo de elasticidade a torsão. 

A resistência ã fadiga é estimada como (26 , 

39-41]: 

S • 0 , 3 r.Pa e N >, 106 ciclos 
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Como a barra de torsão é fundamental para 
a segurança do veiculo, a confiabi l idade do 
projeto deve ser muito alta e, em primeira a
proximação, este requisito reflete-se no va
lor de se. 

Aços solicitados somente ã torsio são pou
co sensiveis ãs tensões medias, mas a presen
ça de concentrado res de tensão tende a alte
rar este comportamento. No caso em pauta, KfT 
é controlado pelo projetista e pode ser espe
cificado com um valor baixo, por exemplo, 
KfT = 1,15 [42], o que nos leva a assumi r que 
a parãbola de Geber seja uma solução de com
promisso satisfatõrio para descrever o compo! 
tamento ua am: 

1 -> r 2 1 , s = 2 
\. 

(22) 

A peça não deve escoar em serviço, portan
to efeitos de memõria não são relevantes. Mas 
tensões residuais induzidas durante a fabric~ 
ção (por deformação plãst icas devido a uma 
pré-torsão no sentido do carregamento) aumen
tam a resistência efetiva ã fadiga. Uma anã
lise simplificada, onde um comportamento plã~ 
tico perfe ito é assumido e KfT ê desprezado , 
mostra que ares = SY/3 ê o valor limite da 
tensão residual no caso de torsão [13], e es
te valor serã usado no projeto. 

Assumindo a deflexão estãtica da suspen
são, devido ao peso prÕprio do carro , como 
ô t - O, 10 m (o que dã uma frequéncia natu-es 
ral de- 1,5 Hz), e uma carga nominal de 3000 
H por roda, obtemos a constante de mola de 
barra de torsão: 

3000 X 0.30 
are sen l/J u 2650Nm/rd (23) 

O ca rregamento deve ser "racionalmente es
timado". Uma operação normal não deve causar 
dano ã peça, (isto ê, todas as tensões advin
das de pequenas deflexões da suspensão devem 
estar abaixo de Se)• mas projetã-la para vida 
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infinita sob solicitações mãximas implica nu
ma barra de torsão desnecessariamente superd1 
mensionada . Assumimos que um batente limite 
o curso da suspensão a ômax a 0 ,1 5 m (alem de 
ôest) e que 300000 Km seja a vida estimada p~ 
ra a peça. Sobre cargas existem em serviço e 
devem ser consideradas no projeto; e supomos 
que elas possam ser descritas por: 

a cada 1 Km 61-0,4 ômax - > 

-> nl ,. 300000 ciclos , r, ,. 1400 Nm 

a cada 3 Km 62-0,6 6max -> 

-> n2 • 100000 ciclos, T2 • l700 Nm 
(24) 

a cada 10 Km 6 3-~,8 ómax - > 

- > n3 • 30000 ciclos, r3 • 2000 Nm 
~ 

a cada 100 Km 64-1,0 ómax - > 

-> n4 = 3000 ciclos, r 4 • 2300 Nm 

O amortecimento usado em automõveis ê apr~ 
ximadamente o critico, logo Tmin-Test ("over
shoat" desprezivel), mas, por segurança, ass! 
mimos r4min =O (o carro pode "decolar"). u
sando a teoria de von Mises: 

Dimensionando o diãmetro da barra de 

são a: 
I) Escoamento : 

10 Tmax 
d3 - 0 res ~ sy - > 

-> 23000 ~ 1,5 + 0 ,5 -> d ~ 22,6 mm 
~ 

(25) 

to r-

Il)A fadiga usando o carregamento especifica
do em (24): 
Neste caso usamos as equações (16), (18) e 

( 19) com: 

b = 4,292, c = 5700 , r = 1, s = 2, sm = su 

.. 1,65,Qres 
3 3 2 0,5 d , q = (1,65 d) , Qal .. 
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• 2500, Qa 2 4000 , Qa 3 = 5500 , Qa4 = 11500, 

14500 -> 

- > d ) 23,4 mm, L ~ 0 ,82 m. 

Estes va lo res foram obtidos numa ca lculad~ 

ra de bolso prog ra mãvel. 
barra de torsão para vida 
obteriamos: 

Se projetãssemos a 
infinita sob Tmax 

10 Ta 
----~m~a~x ~ se -> d ~ 33,7 mm 

d3 
L ~ 3,55 m 

O que, indubitavelmen te, e um valor excessivo. 

CONCLUSM 
Problemas do projeto ã fadiga sob carrega

mentos complexos são discutidos neste traba
lho. t feita uma revisão critica de três ca
minhos dife ren tes para atacar-se este proble
ma: estatistico, mecânica da fratura e anãli
se de tensões e deformações. Vantagens e de
feitos de cada um são analisados, e é dado ê~ 
fase ã necessidade de se considerar o compor
tamento dos pontos cri ticas das peças. Iden
tificação e con tagem do número de ciclos. an! 
lise elasto-plãstica dinâmica, efeitos de ten 
sões residuais, são fenõmenos que devem ser 
considerados em previsões mais confiáveis. t 

• apresentado um método explicito pa ra o uso di 
reto em projeto mecânico, onde a regra de acu 
mutação linear de dano e condições gerais de 
carregamento e resistência são combinadas em 
equações que cobrem a maior ia dos casos encon 
trados na prãtica. 
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QUEDA DE UMA PART(CULA NUM FLUIDO EM REGIME TRANSITÓRIO 

RUBENS SAMPAIO FILHO 
PROFESSOR ASSOCIADO 
DEPTO, DE ENG. MEC,J PUC/RJ~ RIO DE JANEIRO~ RJ 

SUM~RIO 

U6a~do-6~ TAa~66o~ada d~ Laptae~ t 6i~~ d~ po~i~eia6 ob~im-6t uma 6otução da equa
ção z~~~gAo -di6tAt~eial qut gov~Ana O movimtn~o ltn~o dt uma t66tAa ~gida num 6lui
do vi4eo6o tm Atgimt ~Aan6itn~~. E4~a 6olução, AtpAeAtn~ada poA uma 6~~t dt po~in
eia6 1 i ma.Ü 6.imptU qu~ a6 já t~Ü~tn-tU tta U~~AdtLAa . 

INTRODUÇJ(O 
Sob certas restrições, a equação integro

-diferencial que governa o movimento de uma 
esfera rigida num fluido viscoso, em regime 
transi ente, pode ser encontrada em (1,2] . Em 
[2], utilizando aproximações sucessivas, uma 
solução aproximada de tal equação e obtida. 
Neste trabalho, usando-se transformada de 
Laplace, cuja inversa e obtida por meio~ uma 
série de Laurent, a solução da equação inte
gro-diferencial do problema e representada 
por uma sé rie de potências. 

ELEMENTOS DE MATEM~TICA 
Apresentaremos a seguir alguns resultados 

que serão utilizados posteriormente. 
Seja c• o conjunto dos números complexos 

estendidos e f : c•. c• definida por 

f(w) • __ ....::._ __ 
aw 2 

(1) 
+ 8w + 1 

onde a e 8 são números reais positivos satis
fazendo 4a - 81 > O. (2) 

A expressão (1) pode ainda ser escrita 

onde w1 e Wz são dados por 

8 + V 4a 
2a 

8 - Y4a 
Wz • -2a 

Vê-se logo que 

logo 

lwd • lwzl '"-1
-

.fa 

Wz • 

onde e satisfaz 

-i e e 

( 4) 

( 5) 

(6) 

Cos e • Í -8-- (7) 
rã' 

Observe que como a e B são números positivos 
segue de (2) e (7) que O < e < 1· 

Representaremos agora a função f como uma 
ser1e de Taylor em torno do ponto w=O. Para 
isto , basta lembrar que se X é uma variãvel 
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complexa, segue da série geométrica que 

I X I < 1 

Desse modo, usando (8) e~ (3) para 
X c ~ podemos escrever 

Wz 

lwl 

onde (5) foi levada em consideração. 

(8) 

(9) 

Sub s ti tu i n do agora ( 4) e ( 6 ) em ( 9 ) o b te-
mos 

onde 

.. 
f ( w) • I b n (lã') n wn , 

n•O 
lwl < -

1
-ra 

b .. 
n 

'-
40 (-l)n Sen(n+l) e 

4a - 82 

(10) 

r fãcil ver que bo•l, bl·-..!. e b =-(..!. b 1+ .fã n là n-
+ b 2) se n ~ 2. n-

Outro resultado que usaremos é relacionado 
com a função gama: 

. - y y > o ( 11) 

MOVIMENTO DE UMA ESFERA NUM FLUIDO VISCOSO 
Consideremos uma esfera rigida de raio a 

imersa num fluido viscoso que ocupa todo esp! 
ço exterior ã esfera e suponha que a uni ca fo! 
ça de ação a distância que atua na esfera ê a 
gravidade. 

Se v(t) e o valor da velocidade da esfera 
no instante t a equação do movimento e 

m dvJ;> • (P-E) - R(t ) (12) 

onde m e a massa da esfera, P o seu peso, E 
empuxo e R a resistência dinãmica oferecida 
pelo fluido ao movimento da esfera . Se Ps e 
p denota~ as eassasespecificas da esfera e do 
fluido, respectivamente, e g a aceleração da 
gravidade, temos 
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m • 

R(t) pode ser calculado a partir do movi
mento do fluido. Considerando que o fluido ê 
incompressivel, newtoniana, i temperatura 
constante, desprezando os termos não-lineares 
da equação do movimento do fluido e conside-
rando que a esfera parte do repouso, 
fornece-nos uma expressão para R(t): 

[1 • 2] 

R(t) • i w a 1 p V'(t) + 6 w ~ a V(t) + 

J
t V''-r' + 6 a2 li'~ p ~ d T 
o rr:T 

onde ~ ê a viscosidade do fluido. 
Podemos agora reescrever (12), a equação 

que governa o movimento da esfera rigida. 

V'(t) + A V(t) + 8 Jt .Y..:.ill d T • C 
o lt-? 

onde 

A • 

B • 9 ljii? 
a li' (2 ps+p) 

(13) 

Seja t•te o instante onde V'( t)aO para t>te ' 
i.e., quando ê alcançado regime permanente, 
então 

c 2 1 Ps ·p 
V( t) • 'X • lJ a -~- g 

(Caso t
8 

não exista tome t .. ). 
Assim, V(t ) ê de ordem exponencial e pode

mos resolver (13) empregando Transformada de 
Laplace. 
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s L (V{ t)] • 
(s + Bli'IS'+ A) 

c s>O ( 14) 

Agora ê necessirio inverter {14). Fazendo a=A, 
8zBii' encon trames 

9l!(8ps - Sp) 
4ca - 8 2 

• ---=---
az (2p +p)z 

s 
Como Ps > p, a condição (2) ê satisfeita e 

podemos fazer w • _!_e (9) nos fornece: 
rs 

-s L (V ( t)] • c í 
n•O 

s>A 

invertendo, 

C • bn 2 
V(t) • Í (~}n+ (15} 

~ n•O r <1 + 2) 

A convergência dessa serie ê consequência 
imediata de (1 1) e seu raio de convergência ê 
infinito, logo (15) representa a solução de 
(13). Convem frisar que 

I b I < n 
4ca 

4ca - 8 2 

logo, a série converge exponencialmente e pres 
ta-se bem para a anãlise numérica do problema, 
uns poucos termos jã nos fornecem uma aproxi
mação satisfatória. 

,. 
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FÓRMULA DE GREEN DE FRONTEIRA MODIFICADA PARA A SOLUÇÃO INTEGRAL 

DO PROBLEMA DE NEUMANN E APLICAÇÕES À ENGENHARIA 

SERGIO COLLE 
PROFES SOR TITULAR 
DEPTO, ENG. MEC,~ UFSC~ FLORIANÓPOLIS~ SC 

SUMMlO 

E~~~ a~~~go ap~~~enta um e~qu~ma num~~~co a!~~~nat~vo d~ ~qua~õ~~ ~nt~g~a~~ pa~a d~

~e~m~na~ a ~otução ap~ox~mada de p~ab!emd6 t~nea~e~ de engenha~a , t~aduz~do~ po~ o
pe~ada~u de Laplace e b.t-ltaJt.môn~ca~ com cond.içõu de c.on.toJtno aJtb.i..t~iill.tU . Euu .ti:. 
po~ de pJtoblema~ ~ão muito ~Jtequen~e~ em viiJt~04 Jt.a~o~ da EngenhaJt.~a Mecânica bi6~c.a. 
O mitodo é t4pec.ialmente adapatado paJt.a o pJtoblema da to.~t.ção de baJtta~ p.lt..t~mdtic.a~ . 

Ruut~ado4 numé~~co~ 6oJt.111l! compaJtado~; com dado4 de liotu.~õu ana.t..t.t.<.ca4 e .integ~a.ú ~ 
xü~ent.u. 

INTRODUÇJ(O 
Existe uma quantidade razoãvel de métodos 

de solução de problemas a va l ores de contorno 
na engenharia , para o operador de Laplace e 
bi-harmõnico. Dentre esses métodos , podemos 
citar os mais conhecidos que são: o método 
das diferenças finitas , os mêtodos variacio
nais em geral, os métodos analiticos, para 
geometrias particulares. Esses métodos podem 
ser utilizados com sucesso em problemas a va
lores de contorno compostos, isto ê, proble
mas a valores de contorno em regiões compos
tas, sendo que em cada região simples , o OP! 
rador ê especificado. A técnica de equações 
integrais na engenhar1a tem sido pouco utili
zada, principalmente nas ireas de engenharia 
mecânica ,em especi a 1, na tra nsferência de calor e 

mecãnica dos fluidos. A causa dessa pouca uti 
lização,parece estar re l acio na da com a grande 
ênfase dada ã teoria dos elementos finitos 
nos Ültimos anos e também com a pouca relevã~ 

cia dada ã teoria de distribuições e das fun 
ções de Green nos cursos regulares de equa
ções diferenciais parciais em engenharia avan 
çada. 

Na ãrea de transferência de calor, as pri
meiras aplicações do metodo de equações inte
grais foram feitas por Sparrow et al. [ 4] , 
Chang et al. [5 J, Crosbie & Viskanta [9 J, 
Shaw [10] e Tolubinskiy (13]. 

Dentre os vãrios problemas a valores de 
contorno relacionados i equação de Laplace, o 
problema de Neumann ocupa posição especial na 
transferência de calor, na mecânica de flui 
do s e na e l~ stostãtica. Na transferência de 
calor o problema aparece,quando a derivada 
norma 1 da tempera tu r a (f 1 uxo têru1i co) ê es pe
cificada no contorno da região. Na elastostã
tica ,o problema da torção infinitesimal deu
ma barra prismãtica ê traduzido per u~ probl! 
ma de Neumann. 

Para o caso da torção,especificamente , e
xistem três técnicas integrais conhecidas que 
são, o método do potencial de simples ou du
pla camada [1] , o método da equação fun cio
na 1 de Kupradze [11] e o método da fÕrmul a de 
Green de fronteira (3] . Co ntudo, a ulti~a te~ 
nica citada apresenta algumas dif iculdades ae 
uso quando o contorno da região coi ncidir com 
um A-contorno, isto é,um contorno para o qual 
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a equação integral não tem solução. Neste ca
so existe um procedimento que permite determi 
nar a so lução [ 1]. Outro inconveniente, é que 
a equação integral obtida através da solução 
fundamental do operador de Laplace, não tem 
so lução Única para o caso do problema de Neu
mann. No caso do problema de Neumann, existe 
uma solução fundamental ma is apropriada para 
a construçãc da equação integral,e a equação 
integral resultante dessa solução fundamental 
dei xa de apresenta os inconvenientes acima. 

E propõsito desse trabalho,apresentar uma 
fÕrmula de fronteira para o problema de Neu
mann,que como equação integra l tem solução p~ 
ra todo contorno de regiões de Lyapunov ou 
mesmo de regiões regulares. 

FORMULA DE GREEN DE FRONTEIRA 
Seja O uma região bi-dimensional de Lyapu

nov, isto ê, uma região do plano cujo contor
no ao , possui vetor norma l em cada ponto, mas 
não tem curvatura necessariamente em tbdos os 
pontos [ 1]. Dois tipos de problemas ocorrem 
frequentemente na engenharia; 

ui 
ao 

f(z); z€ O; z (X ,y) ( 1 ) 

( 2) 

onde v2 e o operador de Laplace; f e função 
seccionalmente continua em O; us ê função 
prescrita sobre ao que pode ser seccionalmen
te continua. E sabido que a solução de (1) -

(2) existe, e Ünica e ê co ntinua relativamen 
te aos dados. 

( i i ) -v2u = f(z); z E O ( 3) 

~~ = u (z); z E ao (4) 
an ao 

n 

onde a/an e a derivada normal e n ê o vetor 
normal exterior a O e uns ê seccionalmente 
continua sobre ao . 

E também sabido que este problema tem sol~ 

ção Ünica,exceto por uma constante real arbi
trãria. 

Admite-se que ao possa ser parametrizada 
por partes no intervalo [a,b] por equações do 

tipo x = x(T), y = y( -r) , TE [a.b] tal que 
x(a) = x(b) e y(a) = y(b). 

Segue-se da definição de O que a função 
"velocidaden satisfaz 

S(T) a~= (X(T) 2 + Y{ T) 2}1/ 2 >O 
dT 

em cada ponto de ao. 
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A solução fundamental 1 do operador de La
place. indispensável na construção da fÕrmula 
de Green de fronteira e a seguinte: 

g(z ,z') = - log lz- z' 1. 
2lf 

( 5) 

onde z' = (x',y') 

Seja B(z,r) u~ disco de raio r centrado no 
ponto z E R2 com normal exterior. E sabido 
que a solução fundamental (5) satisfaz a equ~ 
ção: 

limf r-+0 
3B(z,r) 

li....(z,z') ds(z') 
an ' 

- 1 ( 6) 

Se as+(z ,r ) for um semi-circulo de raio r, 
a seguinte equação ê facilmente obtida [ 1] : 

~!6J ~(z,z') ds(z') = -1/2 (7 ) 
J as+( z,r) an 

~ conheci do da teoria do potenci a 1 [ 2], 
que para um ponto z interior a o . a solução 
do problema a valores de contorno (1)-(2) tem 
a seguinte formula expllcita: 

u(z) -L I log 1z-z' lf(z ') dA(z') + 
21f o 

-L~ (log lz - z' l(!.!!.)( z') + 
2~ lrao an 

- (z'-z).n' u (z')]ds(z') 
lz-z'l2 s 

( 8) 

onde o ponto denota o produto interno canõni-

(t) A teoria distribu cional dessa so lução e~ 
presentada em [2]. 
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co do R2. De fato,esta equação e facilmente 
obtida da segunda fÕrmula de Green fazendo u
so das equações (1)-(2) e da propriedade (6). 

Solução idêntica e obtida para o problema 
(3)-( 4), com a diferença de que a derivada 
3u/3n e especificada e de que a equação fica 
adicionada de uma constante real arbitriria . 

Neste caso , a especificação de au/éln não e 
arbitrãria, uma vez que a condição de Neumann 

l ~ ds = -J
0 

f(z) dA(z) 
fao an 

deve ser satisfeita . 

( 9) 

Para um ponto z sobre o contorno ao, apli
cando a segunda identidade de Green na região 
D - a·(z,r) onde 8-(z,r) ê um semi-circulo 
com normal interior n (vide figura 1) , e uti 
lizando o mesmo procedimento que conduziu ã 
solução (8) resulta, 

l (z~ -z ).n 1 
u (z 1) ds 1 - 1r us(z) + 

Jao lz -z1 12 s 

- j 1 og 1 z- z 1 1 ~( z 1 
) d s I + 

~ao an 

-1
0 

log lz-z'/ f(z') dA(z') • O ( 1 o) 

.. 
com z e Z 1 sobre ao . 

Figura 1 

87 

Esta equação e de~minada de fórmula de 
Green de fronteira [1] . Especificando a fun
ção us (problema (1)-(2)) , esta equação ê uma 
equaçio integral de Fredholm não-homogênea de 
primeira espécie em autan . Especificando a 
função au;an (problema (3)-(4)) a equação se 
caracteriza como uma equação integral de 
Fredholm não-homogênea de segunda espécie em 
us. As equações (8), {9) e (10) são suficien
tes para determinar a solução dos problemas a 

valores de contorno (1)-(2) e {3)-(4) para t~ 
da região O para a qual a equação integral 
( 10) tenha solução. Existem curvas ao porêm, 
para as quais a equação integral não tem solu 
ção; esses contornos são denominados na lite
ratura de A-contornos [ 1 J . 

FnRMULA DE GREEN MODIFICADA 
A modificação da equação (10) e co nseguida 

pela utilização da solução fundamental do se
guinte problema: 

õ(z , z 1
) -

1 

A(D) 

onde õ(z ,z 1
) e a di stribuição singular de 

Dirac 2 do R2 e 
"\ 

A(D) • I. dA • ãrea da reg1io D. 

t fácil de ver que a solução de ( 11) e 
seguinte: 

g(z,z 1
) = log l z-Z 1 I + __!__ l z-z 112 

2.,. 4A{ O) 

( 11) 

a 

. . . ( 12) 

Esta solução fundamental tem as seguintes 
propriedades: 

(i) l §_( l ,z I ) ds I 
la o an I 

O, pa r a todo z € O; 

... (13) 

(i i ) 1 im + r+O 
aa•(z,r) 

.!L c Z t Z I ) d S I = 1 ( 14 ) 
3n 1 2 

Podemos denominar g(z , z 1
) de solução funda 

mental modificada para o problema de Neumann , 

(2) Vide [2]. 
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a exemplo da teo r ia de funções de Green [2]. 

Aplicando a segunda fórmula de Green ã re 
gião O- B-(z , r) , (vide figura 1), para as 
funções g(z , z') e u, considerando as equações 
(1) ou (3) e a equação (11) e tomando o limi
te quando r tende a zero, resulta a seguinte 
equação integral: 

l ( 1 
2 - -'~~'-)(z'-z).n' u (z') ds' + 

lao lz - z'l A(D) s 

- n us(z) - rh (log lz-z'l + 
la o 

- _'11'_ lz-z'i 2)!.!! (z') ds' - J (log lz - z ' l+ 
2A(D) an 

0 

- _rr_ lz-z 1 1
2 )f(Z 1 )dA(z') + 2rr um(D) =O 

2A(D) 
••• ( 1 5) 

onde 
um(D) = _!__ J u(z) dA(z) 

A( O) O 
( 16 ) 

Essa equação, a exemplo da equação (10) S! 
rã denominada de fórmula de Gree n de frontei
ra modificada para o problema de Neumann. 

r fâcil de ver que essa equação tem solu
ção Ünica uma vez especificada ôu/ô n sobre ao 
e o valor da media um(D). 

Com efeito, sejam u1 e u2 soluções do pro
blema (3) - (4). t sabido que u1 - u2 =c= 
constante. 

Desta forma, 

onde usl e us 2 satisfazem a equação integral 
(15). Substituindo as soluções usl e u52 em 
(15) e subtraindo os resultados, tem-se: 

1 ( 1 - -'~~'-)(z 1 -z).n 1 C ds' - n C= O 
'fao lz-zl l2 A(D) 

Considerando que 

A ( O) 1. rh ( z 1 
- z) • n ' ds 1 

2 lao 

para todo z E R2• e que 

... ( 17) 

l (z' - z).n l ds' ='" 
J ao l z- zll

2 
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para todo z f ao onde a normal existir, segu! 
se que C = O. Por conseguinte, uma vez especl 
ficado o valor da media da solução u (0), a e m -
quação integral (15) terã solução única para 
todo contorno ao de regiÕes de Lyapunov incl~ 

sive para os A- contornos aludidos anteriorme~ 
te. 

Fórmula mod)ficada com semelhante proprie
dade pode ser obtida , para contornar singula 
ridades associadas ao problema (1 ) - (2). Para 
este caso, a seguinte equação integral e pro
posta: 

l (1 + log 1z-z·, I) ~(z') ds' + 
Jao 2 ~ an 

-t 
+ I (.!. + log lz-z'l)f(z') dA(z') 

o 2 
o ( 18) 

Esta equação foi aplicada para resolver o 
problema da perda de carga para o escoamento 
em reg ime laminar em dutos de secção transve! 
sal de geometria arbitrãria simples ou multi 
plamente conexa. Alguhs resultados podem ser 
vistos em [6 J. 

MtTOOO NUMtRICO 
o metodo numérico mais popular e que tem 

dado bons resultados para a aproximação da s~ 
lução de equações integrais obtidas da fórmu
la de Green de fronteira tem sido o mêtodo da 
colocação . Esse mêtodo consiste da discretiz! 
ção da equação integral atravês da aproxima
ção da integra l por uma soma obtida pelo teo
rema do valor medio. o resultado ê um sistema 
linear colocado sobre o contorno da região.E! 
sa discretização e em geral feita sobre o ar
co do contorno . Esse pro cedimento porem, alem 
da dificuldade de discretização em intervalos 
iguais apresenta problemas de precisão em ca
sos em que a curva tem veloc idade variãvel. 
Para contornar esse problema, o seguinte pro -
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cedimento e adotado [ 6]: 

Sej a N o numero de divisões do intervalo 
[a,b]{ vide fig. 2) e seja llT = (b-a}/N a am
plitude dos subintervalos resultantes da div! 
são . Colocando cada ponto nodal no centro de 
cada s ub intervalo, aplicando o teorema do va
lor médio ãs integrais de contorno da eq . ( 15) e im 
pondo a igualdade sobre cada ponto zi ' 
i = 1,2, .• . ,N, resulta o que segue: 

= 1,2, .•. ,N 

onde 

- rr 6ij ; ô; j =delta de Kro necker; (20} 

f

Tj+llT/2 
( 1 og J z ' - z i I - _ 'lf_ I z 1 

- z i 1 
2

) d T 
1 

TJ·-llT/2 2A(O} ... ( 21) 

e 

H1 = lo (log jzi-z ll - 11' lz; -
2A(D) 

- z o 12 ) f ( z I ) dA ( z o ) (22) 

onde z 1 = z(T 1 ) ; Z 1 = z(T 1
); u . = us(Tj) 

, SJ , 
e unj s(Tj)au/an(Tj); N(T) = n(T} s(T). Os 
integrandos de (20) e (21) apresentam singul~ 
ridades para i = j. No caso da integral 
( 20), o 1 imite do integrando quando z 1 tende 
a z1 ê proporcional ã curvatura,enquanto que 
na integral (21) ,a integral do logarítmo na 
vizinhança do polo z' = z1 tem valor exato,em 
subintervalo adequado da subdiscretização de 
cada intervalo (Tj - llT/2, Tj+llt/2), j = 1,2, • . 
N. Para maiores detalhes vide [7] e [8]. 

Exceto na singularidade da integral de 
(21} para j =i, as integrais são ca l culadas 
pela regra de Simpson com parãbolas, util iza~ 

,do um numero par "'de subintervalos . 
Esse método foi utilizado com sucesso,no 

cãlculo da perda de carga e da t r ansferência 
de calor em escoamento laminar,em dutos de 
seção arbitrária com condi ções de contorno 
arbitrarias. Os resultados aparecerão breve-

89 
mente num relatório l inal [7]. 

"'&j-A~/2 '6j ~j·A~/2 

2 t•• M•l 

.~· .~. 
"'(, 

• I ,ft I 
o b 

Figura 2 

APLJCAÇ~O AO PROBLEMA DA TORÇ~O INFI NI TESI
MAL DE BARRAS PRISMATICAS 

E con hecido que o problema da torção li-
near de barras prismãticas e posto em termos 
da função torção (warping function) ~(x,y) se 
gundo o problema de Neumann abaixo [1 4] , 

" vo21!' ( z) = O ; z E D (23) 

a1!' 1 = z.t ; z E ao (24) 
an ao 

onde t = (x( T) , Y( T})/s(T) ê o vetor un itã
rio tangente ,a ao e o= seção transversal da barra . 

O conhecimento de ~s = ~lao nos permite 
calcular a rigidez torcional G pela equação ! 
baixo: 

G(D ) = f lzl 2 dA-~ 'i's c3') ds (25) 
o liao an 

Esta equação pode ser fa cilmente reduzida 
a equação que segue [11]: 

G(O) = l (! j zJ 2 z.N - 'l's z .T)dT (26) rao 4 

onde T ,. s t 
A tensão cisalhan te local sobre ao e calcu 

lada pela equação seguinte: 
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S('t) = l(a'l') + z.nl 
as 

que ainda pode ser posta na forma, 

S(<) = ~ 12! + z.NI 
s d't 

(27) 

A derivada d'/dt pode ser calculada por dife
renças finitas no intervalo [a,b]. 

Esse problema foi resolvido por equações 
integrais por vãrios métodos ( [l] , [3] e 
[ll]). Em [3] a fórmula de Green de fron
teira (10) e utilizada. Como a solução dessa 
equação para o problema (23) - (24) não e Úni
ca , a solução e obtida fixando-se um valor ar 
bitrãrio para ~em algum ponto de ao. Utili
zando a fÕrmula de Green modificada para o 
problema de Neumann (15) para esse caso resul 
ta o que segue: 

f .. ( 1 
2 - - 1r- )(z'-z).N' 'i' (t')'"d<' 

lz-z'l A(O) s 
+ 

- n 's(T)- rh (log l z-z' l + 

Ta o 

onde 

'~'m(O) = - 1
- j 'l'(z)dA(z) 

A(O) O 

o ( 28) 

(29) 

Pondo '~~m(O) =O , resulta que 'l'(x ,y) sera a 
deformação axial da secção transversal da bar 
ra prismãtica,relativamente ã superficie não 
deformada que corresponde ao plano segundo o 
qual 'l'm(D) se anula. Para todo contorno ao, a 
equação integral de Fredholm não-homogênea de 
segunda especie (28) tem solução única, como 
foi visto anteriormente. 

EXEMPLOS NUM~RlCOS 
Para ilustrar a utilização da equação inte 

gral (28) foram analisados os problemas da 
torção de barras de secção transversal elipt_i 
ca e retangular. No caso da secção eliptica 
foram testadas relações de eixos b/a = 0 . 2. 

,0 1 3 e 0.5 enquanto que somente uma secção re· 
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tangular foi testada,. que corresponde ã rela
ção de aspecto b/a = 0,5 . No caso da secção 
retangular que não e região de Lyapunov, to-
mou-se o cuidado de não escolher pontos no-
dais coincidentes com os cantos do retângulo, 
de sorte que a solução foi estendida para re
giões cujo contorno i "seccionalmente Lyapu
nov". Tal região pqde ier classificada como~ 
ma região regular [l J. 

As simetrias de quadrante dessas regiões 
não foram exploradas , para não diminuir age
neralidade do frograma de computação para an! 
lisar tais problemas de torção. 

Os resultados do presente trabalho foram 
comparados com soluções analiticas disponi
veis ([14] , [15]) . Os dados calculados cor-
respondentes aos ~asos analisados ilustram a 

comparação. .• 

Caso I - Secção eliptica - No caso da secção 
eliptica considerou - se a seguinte parametriz~ 
ção: x {t) =a cos t . y(t) =- b sen t; T E. 
[O, 2n]. Todos os c as os foram computados com o 
~ümero de subintervalos da subdiscretização M 
igual a 18. A tabela I apresenta os dados cor 
respondentes a este caso. 

Caso II - Secção retangular - No caso da sec
ção retangular escolheu-se particularmente o 
caso de b/a = 0 1 5 1 N1 = 5 e N2 = 20 e M = 18, 
conforme a figura 3 . 

Neste caso N = 4 N1 + 2 N2 , onde N1 e o nu 
mero de subi nterva 1 os do i nterva 1 o [O ,b /2] e 

~ 

.ok 

" c t 

N I 2 .lL = o 
2N1 N 

o/2 2 

Figura 3 
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b/a N " 8 16 32 64 Valores 
exatos [15] 

G/b4 0,2 14,5647 15,5392 15 3401 15,1767 15,1038 

(valor calculado) 0,3 9,6842 9,8198 9 , 6874 9,6300 9,6073 
0 ,5 5 ,0959 5 ,0684 5 ,0398 5,0301 5,0265 

Erro de G/b 4 0,2 3,57 2,88 1 '56 0,48 o,o 
(%) 0,3 0 ,8 2. 21 0,83 0,24 0,0 

0 ,5 1 '38 0,83 0,26 0,07 0 ,0 

5mãx/b 
0 , 2 1 '5 49 7 1 ,8255 1 , 8970 1 • 9163 1. 9231 
0,3 1,4955 1 • 7 431 1 '81 05 1,8286 1 ,8349 (valor calcvlado) 

1,5953 1 ,5999 0,5 1 '3 530 1 '5309 1 '5819 

Erro de 5mãx/b 
0,2 19,41 5 ,07 1 ,35 0,35 0,0 

(%) 0,3 18,50 5,00 1 • 33 0,34 0 ,0 
0,5 15 '43 4,31 1 '13 0,29 0,0 

Erro mãximo de 0,2 -0,62 -0,51 -0,29 -o. 18 0,0 

'~'s(•) (.%) 0,3 -0, 35 -0,97 -0,38 -o. 1s 0,0 
0,5 -0,25 -1 • 49 -0,48 -0,15 0,0 

Tabela I 

N2 e o numero de subintervalos no intervalo 
[-a I 2 , a /2] . 

Os resultados são os seguintes: 

G/b 4 (Aproximado) = 0,4573515 
G/b4 (Exato) = 0,4573646 
Erro de G/b 4 (t) 0,00286 
smãx/b (Aproximado) 0,9288 
Smãx/b {Exato) = 0,9300 

Erro de Smãx/b (%) o. 13 
Erro mãximo de lt's(%) :: 1 • 82' 

DISCUSS~O DOS RESULTADOS 
Os dois casos aqui analisados diferem basi 

camente pela natureza das regiões em conside
ração. A secção eliptica e mais forte do que 
uma região de Lyapunov, pois tem curvatura d~ 
finida e continua em cada ponto do contorno. 
A aproximação de soluções ã solução exata ne~ 
te caso, se faz uniformemente apesar da velo
cidade s ser variãvel com o parâmetro. A sec
ção retangular por sua vez, e uma região reg~ 
lar, mais fraca portanto, que uma região de 
Lyapunov, pelo fato de não ser diferenciãvel 
em todos os pontos do contorno. Por outro la
do, a velocidade s e constante e igual ã uni
dade, em cada segmento diferenciãvel. 

O erro da rigidez torciona1 G/b4 para N=60 
ê contudo, extremamente pequeno, Os problemas 

de convergência se localizam exatamente nos 
cantos da região, onde não existe o vetor tan 
gente. O erro na vizinhança destes cantos co
mo vemos, não ultrapassa a 1 ,82%. Os dados do 
presente trabalho concordam muito bem com os 
dados obtidos por Jaswon & Pointer [3 J, que 
fizeram uso da equação ( 10). Essa concordân
cia e esperada, uma vez que as equações inte
grais (10) e (15) diferem por termos corres
pondentes ã solução lz- z•1 2 que tem compor
tamento bastante continuo. 

As discrepâncias observadas nas colunas 
correspondentes a N = 8 e 16 da tabela I no 
que tange ã tensão mãxima, são decorrentes do 
fato de a derivada tangencial da função tor
ção ter sido calculada por diferenças finitas. 
Para N = 32 e 64, em consequência do refina
mento da discretização, a precisão do cãlculo 
da tensão tangencial aumenta, conforme é vis
to na tabela I. 

CONCLUSM 
Os exemplos aqui apresentados não são os 

mais adequados para ilustrar a aplicação da e 
quação (15) em virtude do fato de existirem 
vãrios métodos integrais, alguns mais podero
sos que o atual para resolver o problema da 
torção {[11], [12]). Alem disso, como foi ob 
servado, a fÕrmula (10) jã foi aplicada para 
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resolver esse tipo de problema . Os campos de 
maior aplicação da equação modificada (15) 
sio,a mecânica dos fluidos e a transf~rincia 
de calor em sólidos com radiação e condução 
combinadas e tambêm com convecção laminar e 

condução combinadas . Tais aplicações foram r~ 

centemente feitas com sucesso fazendo uso da 
equação {10) e (18) em [7] e [8]. Uma vant! 
gem notãvel do mêtodo integral e a redução do 
problema ao ciltulo de funções desconhecidas 
sobre o contorno. As informações interiores a 
D,necessãrias no cãlculo dessas fuhções podem 
ser computadas por regras de integração numé
rica comuns . A segunda vantagem e relacionada 
ã generalidade da região O. No método inte
gral não existe diferenças notãvei s entre uma 
região simplesmente conexa e multiplamente c~ 
nexa. 

No caso de regiões multiplamente conexas a 
equação integral se desdobra num sistema de 
equações integrais de tantas equaçõe~quantos 
forem os conto rnos disjuntos. 

No caso de transferência de calor, essa 
propriedade ê muito importante na anãlise do 
desempenho de trocadores de calor multi-tubos. 
No caso da elastostãtica, o método se torna 
então adequado ao estudo da rigidez de estru
turas multiplamente conexas de mãquinas oper! 
trizes. A terceira vantagem adicional do meto 
do, para o caso especial do operador de Lapl! 
ce. ê a necessidade de pouco conhecimento da 
teoria de equações diferenciais e da anãlise 
para o desenvolvimento do mêtodo. Basta o co
nhecimento da solução fundamental do opera
dor, de suas propriedades e da identidade de 
Green.para que todo o procedimento seja conh~ 
cido . Como outros mêtodos numéricos, a técni
ca de equações integrais permite a generaliz! 
ção para operadores bi•-harmõni c os e n-harmõnj_ 
cos desde que a solução seja conhecida e de 
que se disponha de uma identidade de Green g~ 
neralizada. A extensão dessa técnica para o 
caso bi -harmõni co ê apresentada em [7] e 

[8],onde se fez uso da identidade de Ray-
leigh-Green para a obtenção da fórmula de 
fronteira. Em [7] ê também a~presentada a fõr 
mula de Green de fronteira modifi cada para o 
caso bi-harmônico em que a derivada da solu
ção ê prescrita no contorno da região . 
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REGIÃO DE EQUILÍBRIO NA CONVECÇÃO TÉRMICA TURBULENTA ENTRE 
SUPERFÍCIES PLANAS HORIZONTAIS 

ROGERIO TADEU DA SILVA FERREIRA 
PROFESSOR ADJ UNTO 
DEPTO, ENG, MEC,~ UFSC ~ FLORIANdPOLIS~ SC 

SUMARIO 

Um modelo e conceb~do pa~a o e4~udo da convecç4o ti~~ca tu~butenta com elevado núme 
~o de ReynotdA a 6~m de A~utaA em laboAatÕAio o6 e6e~to4 e aApecto~ da camada t~~
te da TeAAa. Ne6ta6 condiçÕe4 , ob6eAva-6e a ex~6tência de uma Aegi4o de equ~tZbAio 
na qual a ehcata de compA~men~o i a d~tin~a até a boAda da camada de condução , on
de a6 pAopA~edade6 motecutaAeA 6ào dom~nante6. Med~çÕeA da6 6tutuaçÕe4 de ~empe~atu
Aa , veloc~dade veAticat e hoAizontat 6ào e6etuada6 com o auxlt~o de um te~opaA de 
elevada AeApoAta em 6~equincia e de um anemômet~o ta6~ Vopple~. 

INTRODU ÇJ{Q 

A convecção térmica turbulenta desenvolvi
da numa camada de fluido entre placas planas 
paralela s e horizontais apresenta uma estrutu 
ra em forma de camadas caracterizadas por di
ferentes escalas de comprimento , velocidade e 
tempera tu r a. 

Na região prõxima da pl~ca inferior , o 
transporte molecular e importante e os gradi
en tes de temperatura apresentam valores bas
tante elevados, da ordem de (-Q

0
/a), onde Q

0 
é o fluxo de calor cinemãtico IOK m/sl dado 
por (H 0 /p cp) onde H

0 
é o fluxo de calor atra 

wés da placa inferior IW/m 2 , p e a massa es
pecifica do fluido l kg/m3 ! e cp o calor espe
clfico do fluido a pressão constante IJ/kg°KI 
e a e a difusividade térmica do fluido m2/s 
Esta região é chamada de camada de condução. 

Na região central , o transporte molecular 
não e importante e as forças de flutuação ge
ram energia a uma taxa da ordem de (B g Q

2
)o! 

de B e o coeficiente volumétrico de expansão 
térmica 1°K-1 1. g e a aceleração da gravidade 
IN/s21 e Qz e o fluxo de calor convectivo lo
tal I°K m/sl. Esta região e chamada de regiio 

convectiva. As flutuações de velocidade alcan 
çam o seu valor mãximo, os gradientes de tem
peratura são despreziveis e as flutuações de 
temperatura são pequenas. A geometria da fro! 
teira determina as macroescalas do escoamento 
e , em particular , a profundidade da camada 
fluida z. determina a escala dos turbilhÕes 
maiores. 

Tendo em vista as escalas nestas duas cam~ 

das apresentarem valores bastante diferentes, 
e de se esperar a existência de uma região i~ 

termediãria onde esta transição e feita de u
ma forma suave. Esta e a região de equilibrio 
onde ambas as escalas são vãlidas. A existên
cia de leis de potência nos vãrios momentos 
com relação i distância vertical ate a placa 
inferior ou ate a borda da camada de condução 
permite identificar a existência da camada de 
equilTbrio. Esta região foi também chamada de 
camada de convecção livre por Kaimal et al. 
{1976) ou de camada convectiva de transição 
por Panofsky (1978) quando ana l isaram a cama
da limite convectiva da Terra. 

O estudo da convecção térmica turbulenta, 
onde uma camada de ãgua e confi nada entre uma 
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placa horizonta l aquecida e uma placa supe
rior isolada, serve para modelar em laboratõ
rio vãrios aspectos da camada limite planetã
ria. Com esta configuração conseguem-se núme
ros de Reynolds ou de Peclet elevados, permi
tindo a identificação de camadas de equili
brio detetáveis através da anãlise de leis de 
potência. 

Medições dos valores instantâneos da velo
cidade vertical, velocidade horizontal e tem
peratura, na região prÕxima da placa aquecida 
inferior, ate zlz. = 0,35, foram efetuadas u
tilizando-se um anemômetro laser Doppler e um 
termopar de elevada resposta em frequência,m~ 
veis em planos horizontais. 

DESCRIÇAO DAS INSTALAÇOES 
a) Seção de teste. A seção de teste constl 

tui-se num paralelepipedo cheio de ãgua,aque
cido pela pla ca inferior e com as paredes la
terais e a placa superior isoladas , 'onforme 
apresentado na figura 1. Os principais pontos 
assegurados pela seção de teste são: 
a. Razão de aspecto elevada para assegurar e

feitos desprezivei s das paredes laterais 
na geração de escoamentos de circulação ; 

b. Temperatura uniforme da placa inferior, ou 
inexistência de pontos frio s e quentes que 
poderiam gerar células de recirculação; 

c. Fluxo de ca lor médio consta nte através da 
placa inferior; 

d. Perdas de calor despreziveis através 
placa superior e paredes laterais; 

da 

e. Placas inferior e superior paralelas e ho-
rizontais. 
Estas caracteris tica s asseguram a valida 

ção da hipõtese de homogeneidade dos valores 
médios do escoamento em planos horizontais . 

As justificativas e testes de cada u~ dos 
pontos acima relacionados são apresentados e 
discutidos por Ferreira (1978). 

A secção de teste consiste de uma placa in 
ferior de aluminio com 162 em x 152 xm x 2,5 
em, duas paredes de vidro de 10 mm de espess~ 
ra nas paredes verticais de frente e de fundo 
e duas paredes laterais de plexiglass de 6 mm 
de espessura e 47 em de altura. As dimensões 
internas horizontais da seção de teste são 
150 em x 145 em - largura x profundidade. A 
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placa superior foi construida de madeira e 
compensado e preenchida com placas de styro
por com 15 em de espessura. 

Cl2J•-'·. 
~-._,... 

FJ g. 1 Secção transversa 1 da secção de tes 
tes. Oimensoes em mm. 

Todas as pared~s laterais são isoladas ex
ternamente com paineis de styropor de 15 em 

.I de espessura e as paredes de plexiglass são 
ainda isoladas internamente com placas de stl 
ropor de 2,5 em de espessura para minimizar 
ainda mais a transferência lateral de calor. 
Uma janela fina de 10 em x 120 em - altura x 
largura, e cortada no painel de styropor ex
terno da parede frontal de vidro para permi
tir a introdução dos feixes luminosos do la
ser bem como a coleção da luz espalhada pelas 
particulas introduzidas na seção de teste. 

A energia têrmica ê fornecida por nove pai 
nêi s de resistências de aquecimento Ohmweave 
com uma resistência nominal de 40 n cada uma, 
ligadas em paralelo e uma resistência equiva
lente medida de 4,0 n a 25°C, posicionados di 
retamente abaixo da placa de alumínio infe 
rior e com isolamento adicional de 15 em de 
styropor para aumentar a eficiência do prece! 
so de aquecimento. A fonte utilizada Thermac 
5212 tem uma voltagem de saída controlãvel a
te 165 V o que corresponde a um fluxo mâx1mo 
de calor de 2,6 kW/m 2. 

b) Temperatura instantânea. O sensor utili 
zado para a mediçao das flutuações de temper! 
tura e construido de um fio duplo Chromel 
Constantan com diimetro dos fios de 0,0381 mm 
cada um. 

A junta de referência foi estabelecida no 
ar ambiente porque somente a parte de flutua 
ções râpidas do sinal de temperatura ê de in-
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teres se. 
O amplificador usado e um Ectron 560 ope

rando com um ganho de 1000 em modo AC e com u 
ma frequencia de corte de 100 Hz. A constante 
de tempo do termopar e de 3 , 2 ± 0,3 ms, para 
uma velocidade de deslocamento de 0,5 cm/s, o 
que corresponde a uma frequência superior a 
50Hz nas condições de medição. A sensitivid! 
de do conjunto sensor-amplificador e 16,15 
°C/V na faixa de 25 a 45°C. 

c) Velocidade instantânea. As componentes 
u e w da velocidade instantânea são medidas 
com o auxilio de um anemõmetro laser Doppler 
de duas componentes, operando no modo de fra~ 

jas e retro-coleção da luz de espalhamento. A 
fonte luminosa e um laser ArgÕnio-Ion (Cohe
rent Radiation CR-2) com uma potência nominal 
de 2 W e 600 mW em frequência única a 514,5 
nm. Detalhes do sistema Õtico e o diagrama 
funcional do sistema de processamento do si
nal são mostrados nas figuras 2 e 3 respecti
vamente. A descrição do funcionamento do ane
mõmetro laser Doppler e do sistema de proces
samento do sinal e feita por Ferreira (1978). 

As dimensões do diâmetro do el ipsÕide for
mado pela intersecçao de 2 feixes luminosos 
da presente geometria correspondente ao con
torno e- 2 são 147,3 ~m. 147,7 ~me 2050 ~m 
correspondentes ao diâmetro \~teral horizon
tal, diâmetro lateral vertical e diâmetro lo~ 
gitudinal horizontal. o que equivale a um vo
lume de 23,4 x 106 ~m3 . O número de franjas 
vistas pelo fotodetetor e de 53 franjas com~ 
ma distância entre franjas da ordem de 2,5~m. 

As partículas usadas para seguir o escoa
mento e gerar bons sinais Doppler são microe~ 
feras Dow Saran com diâmetros mêdios de 5 a 8 
~me uma densidade relativa de 1,33. Procuro~ 
se manter uma concentração correspondente a ~ 
xistir sempre uma partícula dentro do volume 
de medição em media. 

O filtro passa baixo do digitizador foi s~ 

lecionado em 16 Hz de forma que o valor RMS 
do ruido de fase seria em torno de 50 Hz para 
uma velocidade de 2 cm/s o que corresponde a 
um ruído equivalente a 0,13 mm/s. 

d) Digitizador e equipamento de armazena-
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Fig. 2 Mesa mõvel com os componentes Õticos. 
Desenho sem escala. Dimensões em mm. 

Fig. 3 Diagrama funcional do sistema de pro
cessamento dos sinais. 

mento de dados. Os dados de velocidades 
e temperatura são d igitizados por um Digitiz! 
dor de sinais de 4 canais (Nicolet SD-72/4A) 
com uma resolução de 9 bits. A varredura horj 
zontal e controlada por um sistema de contro
le SW-718 e a memõria pelo Display Control N! 
colet 1074. Os dados são armazenados numa me
mõria com 4096 pontos e então transferidos P! 
ra uma fita magnética de 9 pistas através do 
gravador Kennedy 9700 e de um Magnetic Tape 
Coupler modelo NIC-283A. 

Os dados foram obtidos ao longo de linhas 
de 50 em de comprimento e paralelas ã parede 
de vidro frontal através da movimentação da 
mesa horizontalmente da direita para a esque! 
da ~ uma velocidade de 2,36 cm/s. 

A faixa de digitização dos dados foi esco· 
lhida em 5 ms para o modulo de 4 canais, cor· 
respondendo a um intervalo entre pontos de 
0,02 s e uma frequência de Nyquist de 25 Hz. 
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A constante de tempo dos filtros ê de 10 ms 
torrespondendo a uma frequência de corte de 
16 Hz. Estes valores resultaram do compromis 
so de medir sobre linhas de 50 em de compri
mento para obter boa mêdia horizontal e tam 
bêm uma resposta e~ frequência razoãvel que 
permitisse a anãlise espectral dos sinais ob

tidos. 
De forma a minimizar a interferência do 

sensor de temperatura com o volume de medição 
do anemõmetro, ele foi co locado 2 mm ã direi
ta do centro do volume de medição, na mesma 
horizontal, jã que as medições foram efetua
das com a mesa se deslocando para a esquerda. 

Uma medição tipica dos sinais w-e-u a uma 
distância de 3,5 mm da placa inferior ê mos
trada na figura 4. 

A convenção para denominar as condições de 
teste são dada s no Quadro 1. 

Fig. 4 Sinais tipicos de w- e•u distante 3,5 
mm da placa inferior. Condição 111. 

Quadro I - Convenção dos diferentes testes 
realizados. 

Condição z*(cm) Q
0

(°Kcm/s) Simbolo 

20 0,0153 o 
11 20 0,0330 o 

Ill 20 0,0568 /::). 

IV 15 0,0450 o 
v 12 o ,0141 \1 

ANALISE DOS DADOS 
Os dados obtidos a partir das medições de~ 

locando os instrumentos em planos horizontais 
foram usados para calcular os seguintes momen 
tos centrais: <w2 >, <92>, <w3>, <e3> , <e 2 w> ~ 
<W29>, onde á barra indica mêdia temporal so
bre todo o comprimento de medição e as linhas 
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quebradas indicam uma mêdia amestrada de to
das as medições numa certa condição. Isto e, 
para cada tomada, a media temporal e calcula
da e então todas as medias temporais de um 
conjunto, representando uma certa altura aci
ma da placa inferior, um certo fluxo de calor 
e uma certa profundidade da camada de ãgua, 
são combinadas formando uma nova media ames
trada que produz um ponto no perfil vertical 
do momento considerado. 

Para transformar uma gravação finita deu
ma medição para calcular os momentos centrais, 
uma nova mêdia do sinal deve ser definida. C~ 
mo cada uma da s mêdias para a mesma variãvel 
são diferentes de medição para medição, devem 
ser aplicadas correções no cãlculo dos momen 
tos como segue. 

Definindo-se }m como a media de uma medi
ção, E a media amestrada do conjunto de medi
ções, e~ o sinal total de uma medição, em a 
flutuação em relação a Em e e o sinal flutu
ante em relação ã mêdia amestrada dos Em. 

Desta forma 

e • e~ - E ( 1 ) 

( 2) 

O cãlculo da mêdia quadrãtica e dada por 

(3) 

Somando-se e subtraindo-se Em tem-se 

(4) 

porque, por definição <em> = O. 
Para os momentos de ordem super~or, tem-se 

<e 2a> ~ <e
11
2a> + 2<e a >.<(E -E)>+ 

11 m m ra 

+ <(E -E) 2(A -A)> m m (6) 

Cada ponto no perfil vertical i o resulta 
do de uma amostra composta tipicamente por 16 
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medições independentes. 

ESCALAS 
Para a camada ou região convectiva, são u

sadas as escalas propostas por Deardorff 
(1970). 
comprimento z* (7a) 

velocidade w* • ( B g Q
0 

z*) l /3 (7b} 

temperatura e• "' Q /w* o (7c) 

Estas escalas foram obtidas através de anã 
lise dimensional considerando-se importantes 
os parâmetros profundidade da camada z* e o 
fluxo de flutuabilidade (Bg Q

0
). As difushi

dades moleculares v e a são excluídas tendo 
em vista que os números de Reynolds e Peclet 
da camada convectiva são elevados. Hã jã bas
tante evidência experimental mostrando que as 
escalas convectivas de Deardorff realmente 
correlacionam os momentos turbulentos em cama 
das de convecção a elevados números de Rey
nolds apõs os estudos de Willis e Deardorff 
(1973), Adrian (1975), Fitzjarrald (1976), 
Boberg (1977), Ferreira (1978) e muitos ou -
tros. 

Townsend (1 959) propôs as seguintes esca
las para a regiao prÕxima da placa inferior -
camada de condução: 

velocidade (8a) 

comprimento (8b) 

temperatura (Se) 

As hipõteses que basearam o desenvolvimen
to destas escalas são que a região próxima da 
parede ê independente de z* mas dependente de 
(Bg Q0 ) e da difusividade térmica a. Na reali 
dade, as escalas de Townsend não são as unl
cas escalas possiveis para a região prõxima 
da parede. Quando o número de Prandtl ê dife
rente da unidade hâ um número infinito de es
calas que podem ser definidas multiplicando
se o fator a na equação (8) por vãrias potên
cias de Pr . Para maiores detalhes, ver 
Kraichnan (1962), Chung (1978) e Ferreira 
(1978). 

[costumeiro utilizar-se o número de Ray
leigh 

S gz; liT 
Ra = ----

a \I 

o numero de Prandtl 

Pr 

e o número de Nu ssel t 

Nu 
Q z• o 

at.T 

v/a 
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( 9) 

( 1 o) 

(11) 

para descrever o estado de convecção sobre su 
perfícies horizontais. Como o número de Ray
leigh ê um parâmetro mais pertinente ao pro
blema de estabilidade do que ã dinâmica da 
turbulência gerada pela flutuabilidade,foi s~ 

gerido por Adrian (1975) que um parâmetro 
mais apropriado seria o número de Reynolds 
turbu1 ento 

w. z. 
( 12) R e* • 

v 

ou o numero de Peclet 

w. z. 
Pe = (13) 

::l 

A relação entre as esca la s convectivas e 
moleculares fornece: 

comprime nto z.Jz
0 

.. (Re * Pr)3/4 ( 1 4a) 

velocidade w*/w 0 "' (R e. Pr) 1 I 4 ( 14 b) 

tempera tu r a e ;e .. * o (Re. Pr(l/4 ( 14c) 

Utilizando-se a relação Nu~ Ra 113 , verifi 
ca-se facilmente queRe. a Ra 4/ 9 Pr- 213 . 

REGJ~O DE EQU!LTBRIO 
Foi feita a anãl1se dos momentos ate 3! or 

dem para verificar a ex1stência de leis de po 
tência e a definição de uma possível região 
de equi11brio no escoamento. Como salientado 
por Townsend (1976), a espessura da camada de 
equilíbrio e uma pequena fração da profundid! 
de total do escoamento turbulento e conseque~ 
temente a variação do fluxo de calor cinemãti 
co através da camada é pequena quando compar! 
da com o fluxo de calor na parede. 

Na regiao de equil1brio. as escalas z*e z
0 

devem concordar de forma que o RMS das f l utua 
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ções de velocidade e temperatura podem ser ex 
pressos por 

oola. • c(z/z.)n { 1 Sa) 

oe/eo a c(z/z
0

)n ( 1 Sb) 

ow/w* a c,{z/z.) m ( 16a) 

a /w • m ( l6b) w o c1(z/z0) 

Multipli cando a equação (15) pela (16) tem 
se 

e.w. e
0

w
0 

Desta forma 

( 18) 

A equação (18) se mantem apenas quando m =-n. 
Da relação entre as escalas convectiJas e con 
duti v as 

(19) 

Comparando-se a equação (19) com {1 6b) e(16a) 
obtem-sem • l/3 e n • -1/3. 

Desta forma 

l/3 awlw. • c1 (zlz.) 

o 61o. • c(zlz.)- 113 

(20) 

( 21 ) 

Utilizando-se argumentos similares chega
se a 

:;J/w; c2 (z/z.) 1 (22) 

ãl;e; • c3(z/z.) -1 ( 23 ) 

w2e;Q0 w* • c4 (zlz.) 113 ( 24) 

-:-z 
we /Qo * ,. c5(zlz.) -1/3 ( 25 ) 

Quando os valores RMS das flutuações da 
temperatura e velocidade escalonados pelas es 
calas convectivas foram plotados contra zlz •• 
uma lei de potência de -1/2 foi achada para 
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o9;e. e nenhuma lef de potência característi
ca foi detetada para ow/w* como mostrado por 
Ferreira (1978). 

Utilizando-se a ideia de aplicar as esca
las aos momentos e analisar as leis de potên
cia em função da distância ã borda da camada 
de condução aG invés da distãncia ate a pare
de, podem-se identificar as leis de potência 
previstas nas equações (20) a (25) como mos
tram as figuras 5, 6, 7, 8 , 9 e 10. 

'·''r--------.-~r--

'·' . 

.... ·' 
I 

10 
I 

I ••• l .t. 

I 
JA 

f .. ..,.. 
Fi g. 5 Lei de potência do RMS das flutuações 

de vel ocidade vertical. SÍmbolos defi 
nidos no Quadro I. 

Fi g. 6 

.... 

... 

'·"';------~---J .. 
'<~>" 

Lei de potência do RMS das flutuações 
de temperatura. Símbolos definidos no 
Quadro I. 

Segundo suge r i do por Boberg (1977), um de! 
locamento de(Szo/z•) foi aplicado ã dimensão 
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vertical. O fator numérico 8 foi determinado 
empiricamente através da anãlise dos dados de 
temperatura media. A restrição do escoamento 
na camada condutiva evita os turbilhões de t! 
rem escalas na direção vertical maiores que a 
distância da borda da camada ate o centro dos 
turbilhÕes. 

6 

Fig. 7 lei de potência do momento de 3! or
dem da velocidade vertical. Simbolos 
definidos no Quadro r. 

Fig. 8 Lei de potência do momento de 3! or
dem das flutuações de temperatura. 
Simbolos definidos no Quadro I. 

O espalhamento dos dados para os momentos 
de a! ordem dificultam uma verificação preci
sa das leis de potência na região de equilí
brio no entanto qualquer mudança na dependên
cia pode ser claramente detetada. 

Dos grificos, verifica-se que a camada de 
equilíbrio estende-se ate (z-8z

0
)/z* a 0, 1 P! 

ra cada momento. 
Panofsky (1978) reporta valores das cons

tantes c1 = 1 ,33 e c = 1 ,35 em mediçÕt!s atmos 
fericas estando em boa concordância com os e! 
perimentos realizados onde C] = 1,28 e c=1,26. 

1 01 
··•r----------, 

Fig. 9 Lei de potência do momento represent! 
t i vo do transporte vertical das flu
tuações de temperatura. Simbolos defi 
nidos no Quadro I. 

···r--------.---, 

6 o o 
aO 

0 

Fig. 10 lei de potência do momento represen
tativo do transporte vertical do flu 
xo de calor cinemitico. Simbolos de
finidos no Quadro I. 

CONCLUSOES 
A configuração de laboratório testada apr! 

sentada na figura 1, produz um escoamento tu! 
bulento com o número de Reynolds ou Peclet 
bastante elevado permitindo a identificação 
de uma camada de equilíbrio no escoamento . 

A camada de equillbrio apresenta as leis 
de potência previstas na teoria quando um de~ 
locamento de (8Zo) ê produzido na dimensão 
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vertical, identificando o crescimento dos tur 
bilhões ate a borda da camada de condução ao 
invés de ate a placa inferior . 

A utilização das escalas de convecção rec~ 
mendadas por Deardorff (1970) produz o agrup! 
mento dos dados para diferentes condições evi 
denciando a sua validade. 
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SUM.(RIO 

O .tl!.abatho v.i..óou de.~envol.velt u.m pltoce..6.6o de. lte. ~-i.no d(!. gltiio (!.m e6tltu.tuJta.6 de AlumZn-i.o 
hem a ad-i.ç.iio de .i.nocu.l.antu ou. ctge.n.tu 1te.6-i.nado1tu, .i..ioto é, a.t.ltavú dct u.ti.Uzaç.iio de 
~u.b6tltato6 de. nucleaç.iio potente~. A util..i.zctç.ão de ~otde6 Cll.i.mentado6 po.lt canel-i.~ lte-
611.-i.geltadoh a iiguct, comp.1tova1tam Cl aç.ão dab alta~ cond.i.ç.õe~ de extltaç.iio de calolt, no 
6en~do de. pltop.i.c.i.ctlt o plteench-i.mento de motde.h com me..tCl.i..ó palte-i.ctlmen.te. 6ol.i.c.i.6-i.cado~ , 

con~equentemen.te 6ctc.i.t.i.tando Cl obtenção de. e6tltu.tulta6 equ.i.ax.i.a.i.h Jte6.i.nada6. 

INTRODUÇJI;Q 

r fato conhecido na tecnologia da fundição 
111. que o controle da estrutura bruta de fu
são dos metais, quanto ao formato e disposi
ção do grão cristalino na peça fundida, poss! 
bil ita otimizar as propriedad.es do material em 
relação as solicitações de ~esempenho previ~ 

tas para cada utilização. Particularmente com 
relação as propriedades mecânicas, e consenso 
geral que a obtenção de estruturas equiaxiais 
refinadas possibilita um melhor desempenho da 
peça fundida, quando em serviço, sobretudo em 
relação aos esforços dinâmicos 141. 

Assim sendo, e objetivo do presente traba 
lho verif icar o comportamento das zonas estru 
turais e de tamanho de grão, em relação a 

aplicação de uma nova técnica, aplicãvel na 
solidificação de metais que se evidencia como 
prãtica e econômica na obtenção de estruturas 
equiaxiais refinadas na fundição de Alumínio 
e ligas Aluminio-Cobre. 

Trata-se de um processo de alimentação de 
moldes, através de canais refrigerados a ãgua 
possibilitando ao metal vazado ao entrar em 
contato com o molde não apresentar superaque-

cimento e inclusive apresentar alguns cris-
tais jã nucleados. 

Cons\derando que o dimensionamento de ca
nais refrigerados, conforme o processo propo~ 
to, difere substancialmente dos critérios ad~ 
tados normalmente, onde a preocupação maior 
e somente conseguir um bom preenchimento do 
molde, estabelecemos uma equação que equacío
na o comprimento crítico do canal de aliment! 
ção para ocorrer refino de grão em função das 
condições de vazamento. 

MATERIAIS E MrTOOOS 

Foram utilizados o Aluminio comercialmente 
puro e sua liga com 4,75t de Cobre. A pureza 
dos metais utilizados foi superior a 99,7%. 

O vazamento procedeu-se em moldes ci11ndrl 
cos de aço ABNT 1020 de 60mm de diâmetro in -
terno. 120mm de a 1 tu r a uti 1 ( + 60mm de .. cabe
ça quente") e com espessuras de parede de 5 e 
15mm. Uma grande porcentagem dos ensaios foi 
realizado com moldes revestidos com o isolan
te Oycote 39 e as demais com moldes polidos. 

Os canais de alimentação refrigerados a 
ãgua, eram constituídos na parte inferior de 
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l ) Entrada de agua 

2) Saída de ãgua 

3) Rotâmetro 

4) Refratãrio 

5) Funil de Alimentação 

6) Chapa Metãlica 

7) Es paçador 

8) Alojamen·to de Termopares 

9) Suporte do Termo par 

1 a·) Canal p/âgua 
I 

. 11) Cana 1 p/metal 

12) Suporte da Lingoteira 

1 3) L i ngotei ra 

14) Cadinho 

Fig. 1 - Desenho de conjunto do canal 
refrigerado a ãgua. 

uma chapa de aço ABNT 1030 de lmm de espessu
ra, revestida com Dycote 39 e parcialmente e 
totalmente polida. A parte superior do canal 
comp unha-se de um tijolo refratãrio recober
to com Dycote 39 apoiado sobre bordos metãli
cos também revestidos com Dycote 39, confor
me mostra a figura 1. A chapa foi refrigera
da com ãgua numa vazão constante de 1100 li
tros por hora. Os canais mediam 20mm de lar
gura, com variações d~ espessura de 1 a 9mm e 
de comprimento de 50 a lSOmm. 

Termopares registravam a temperatura de en 
trada e de saída do metal. Sendo que em algu
mas experiências utilizou-se seis termopares 
a fim de se levantar o perfil de distribuição 
de temperatura ao longo do comprimento do ca
nal . Foram utilizados termopares tipo K 
Chromel-Alumel da BICC de l,Smm de diâmetro 
de i sol ação mineral e capa protetora Inox 

25/20. 
Os reg i s tros de entrada e sai da, foram rea

lizados com medição continua , através de um 
regi stra dor de 2 penas. Os registros ao lon
go do canal foram realizados interrompidamen
te, por pontos, em quatro canais, em interva
los de tempo de 1 segundo. 

Os superaquecimentos v a ri aram de 1 O a 100°C. 
Sendo de 12000 cm3 a quantidade de metal líquj_ 
do di sponivel para cada va.zamento. O qual 
uma vez preenchido o molde continuava a ser 
vazado em um outro cadinho sobressalente, vi
de figura 1. 

As macroestruturas foram realizadas segun
do dois cortes, um longitudinal passando pelo 
cehtro de revolução da peça e outro transver
sal realizado a 60mm de altura. Foram reali
zadas algumas micrografias em locais estraté
gicos a fim de se obter um termo comparativo 
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entre os diferentes tamanhos de grão. 

RESULTADOS 

As condições criticas de utilização dos 
canais refrigerados alimentadores refrigera
dos a ãgua estão relacionadas com a quantida
de de me tal 1 'i qui do que deve passar pelo ca
nal e as suas temperaturas de entrada e saída. 
Objetivando não permitir o fechamento do ca
nal devido a solidificação do metal dentro do 
mesmo, bem como obter estruturas equiaxiais 
refinadas, foi estabelecida uma formulação 
que apresenta o comprimento critico do canal 
alimentador, dada por 131: 

p 

onde 
Lc comprimento critico do canal (em) 
p densidade do metal liquido (g/cm3) 
C calor específico do metal líquido(cal/g0 C) 

v velocidade do metal liquido cm/seg. 
e espessura do canal (em) 
h; coeficiente de transmissão de calor da 

interface metal/molde, corrigido (cal/ 
3 o em . C. seg.) 

Tv temperatura de vazamento do metal {°C) 
T

0 
temperatura da âgua em regime (°C) 

Tf temperatura de fusão d~ metal (°C). 

As experiências realizadas com canais de 
comprimento maiores que o critico (20 ou 30%) 
apresentaram excelente grau de refino, vide 
figura 2. E co nsequentemente os canais de 
comprimento inferior ao crítico apresentam r! 
fino não satisfatório. 

A figura 3, apresenta o perfil de tempera
tura, ao longo de um canal. registro obtido 
através de termopares cuidadosamente instala
dos no tijolo refratãrio (figura 1), com o es 
paçamento indicado no grãfico. 

DISCUSS~O DOS RESULTADOS 

A utilização de canais refrigerados a 
ãgua, foi baseada no raciocínio de se utili -

·}ar_ um substrjlto de nucleação potente (dado P! 

lOS 

la chapa refrigerada a• ãgua), que tivesse um 
contato obrigatório com todo o metal que fos
se preencher o molde, associado a um fluxo que 
se incumbisse de remover o metal parcialmente 
solidificado (fornecido pela prõpria força de 
gravidade), possibilitando deste modo que o 
processo de solidificação do lingote, tives
se inicio no molde, com a presença de peque
nos cristais, distribuídos ao longo da massa 
líquida e crescendo competitivamente dando o
rigem a uma estrutura equiaxial refinada lsl 
!SI. 

O processo utilizado não somente atendeu as 
premissas acima citadas, como tambêm possibi
litou uma acomodação adequada do metal liqui
do nos espaços entre os cristais solidifica
dos, garantindo uma estrutura final de solid! 
ficação sem a presença de bolha, trincas ou 
outros defeitos, como evidencia a figura 2. 

A formulação proposta, demonstrou descre 
ver o processo de troca de calor com bastante 
precisão o que pode ser confirmado através do 
grâfico da figura 3 que apresenta o perfil de 
temperaturas num canal refrigerado. 

O valor de 1 ,3 para fator de correção do 
coefici~nte de transmissão de calor entre o 
meta l e o canal (h ;), adequou-se perfei tamen
te para todos os cãlculos do comprimento cri
tico (Lc). Os valores de calor específico e 

densidade do metal que foram adotados como 
constantes, na realidade alteram-se com a tem 
peratura, porem dada a insignificância desta 
diferença quando considerada somente entre a 
temperatura de fusão e do vazamento, podemos 
desprezã-la sem acarretar um sensível desvio 
no cálculo do comprimento crítico do canal. 

O Ünico parâmetro que ficou pendente de 
experiências preliminares para sua determina
ção foi a velocidade de passagem d~ metal li-
quido, através do canal, devido a alteração 
da viscosidade que aumenta durante o processo, 
e relativamente ao pequeno comprimento do ca
nal, que não permite a aplicação do equacion! 
mento jã existente para "perfis desenvolvido~ 
condicionando deste modo a obtenção do valor 
da velocidade ã medição em experiências prel~ 

minares 161 . 
Porem tal limitação pode ser considerada 
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\. 

2a) Al 4 . 75S Cu - 100°C Superaquecimento 

2c) Al- Vazamento através de canal al imen 
tador refrigerado a ãgua. 

l 06 

2b) Al- 60°C Superaquecimento-lnoculant 2 
segundo as instruções do fabricante 

2d) Al 4.75S Cu- Vazamento através de canal 
alimentador refrf~erado a ãgua . 

Fig . 2 - Macro estruturas de lingotes obtidos em moldes cilindrícos de aço, de Smm P! 
rede. revestidos com Dycote 39. nas seguintes condições: 
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.. 
111: 
:;) ... 
c 
c 
W970 
CL 
2 .., 
... tso 

930 

tP 4,0 4P 

Fi g. 3 - Perfil de tempera tu r as do metal H
quido ao longo de um canal refrigera 
do a ãgua, registro do processo e; 
regime permanente. Os traços marca -
dos na linha superior fornecem a po
sição dos termopares ao longo do co~ 

primento do canal. Os termopares fo
ram 1nstalados no centro do canal, 
mantendo um espaçamento de 2 milíme
tros em relação a chapa metálica re
frigerada. A espessura do canal nes
ta experiência foi de 4 milímetros. 

desprezível quando a aplicação de tal proces
so tiver um caráter de produção industrial 
pois com somente uma ou duas experiências, p~ 
demos dimensionar um canal para a aplicaçãona 
fundição de infinitas peças. 

CONCLUSOES 

A análise dos resultados obtidos (nas con
dições utilizadas) com alimentação de ~oldes 

por canais refrigerados a ãgua, permite-nos 
concluir que as condições básicas para se 
obter estruturas equiaxiais refinadas e~ lin
gotes de Alumínio e ligas Alumínio-Cobre são: 

a) promover a nucleação de cristais junto 
as paredes do molde e do canal de ali
mentação. 

b) impedir a formação prematura da primei
ra camada sõlida estável, quer junto 
as paredes dos moldes quer no canal de 

107 

alimentação. 
c) promover o destacamento dos cristais nu 

cleados no canal de alimentação e junt~ 
as paredes do molde, permitindo úma dis 
tribuição dos mesmos no metal liquido,; 
i~pedir suas refusões totais. 

d) promover choques de cristais 
entre si e contra a interface 
qui do. 

separados 
sól i do/1 !_ 

O item (a) ê primeiramente atendido pelo 
próprio canal e secundariamente pelo molde.Os 
itens b, c e d são cumpridos pelo próprio fl~ 
xo alimentador, o qual tem sua intensidadevin 
culada a altura do dispositivo e a inclinação 
do mesmo. 

Os resultados evidenciaram ainda a valida
de da formulação proposta, com relação ao com 
primento do canal alimentador. Contudo, os v~ 
lores de velo ci dade devem ser deter~inados e; 
perimentalmente. pois as relações de compri -
mento e espessura, associadas com a alteração 
da vis cosi dade do metal durante o seu percur
so, não nos permite aplicar as formulações pa 
ra •perfis desenvolvidos", existentes na lit~ 
ra tura. 

O gra~ de refino obtido foi excelente , com 
parãvel com os obtidos atravês de elementos~ 
finadores muito potentes como o Titânio. Titi 
nio-Boro ou vibrações mecânicas 171 121. 

As vantagens econômicas decorrentes da sim 
plicidade do dispositivo utilizado, tanto em 
termos de construção, como de manutenção e a
puração, garantem sua breve aplicação tecnoló 
gica. 
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SUMARIO 

Partindo-se do principio de que na concepção de uma máquina o engenheiro deve ter em 

mente que na rotapão de t-rabalho da mesma , ou mais ampZ.o ainda, nas imediações do 

campo de trabalho , o comportamento dinâmico deve ser Ótimo, o presente estudo prete~ 
de apresentar algumas possibilidades de influenciar o comportamento dinâmico de um 

rotor, de modo que as perturbações externas, aqui caracterizadas pelo desbaZ.anceame~ 

to, não infLuenciem o movimento do mesmo em uma pre'-e stabeZecida rotat}ão. 

INTRODUÇÃO 
Nos Últimos anos o interesse em ultra-ro

tores alcançou um grande significado t~cnico 
sendo muitas as questões levantadas neste 
campo e analisadas por diferentes autores em 
um volume bastante grande de publicaçGes. C! 
te-se neste ponto o trabalha de Schweitzer e 
outros / 1/, no qual se procura determinar o 
comportamento Ótimo de um sistema rotor-man
cais. 

Além disso novos resultados obtidos na 
teoria de controle, no que diz respeito a 
problemas envolvendo sistemas sujeitos à per 

turbações externas, foram publicados em uma 
série de artigos iniciada por Johnson em 
/2/. Como resultado da aplicação desta teo
ria, tem-se exemplos em diferentes campos, 
como os apresentados por Schiehlen em /3/ e 
Müller em /4./ . 

Mais ainda , dentro da dinâmica de rotores 

I procura-se, atualmente, desenvolver projetos 
de rotores com a aplicação de mancais magné

ticos ativos como proposto por Schweitzer em 
/5/. Tais mancais apresentam uma série de 

vantagens em rela~ão aos sistemas atuais, 

vantagens estas descritas por Habermann 
Liard em /6/ e /7/ . 

e 

Baseanclo-se na aplicação de mancais ativos 
em rotores, o presente trabalho propõe-se an~ 
lisar um rotor horizontal em mancais magnéti
cos ideais, sujeito a uma perturbação repre-
sentada por seu desbalanceamento. Sua respos
t~m frequência mostra claramente que, somen
te com a compensação da excitação, se obtém 
amplitudes nulas para as chamadas "grandezas 
de controle" em uma pré-determinada rotação 
denominada "rotação de trabalho". 

MODELO MATEMÁTICO 
O modelo adotado, representado na Fig . 1, 

consiste de um eixo elástico sem massa, carr~ 
gando um disco rÍgido, o qual é colocado ass! 
metricamente em relação ao comprimento total 
do eixo . Como dados pré-estabelecidos, tem

se: 

lz.= distância do disco ao mancal esquerdo 

1• comprimento total do eixo 
d= dilmetro do eixo 
D• diâmetro do disco 
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T 

........ 

z ~ ' 
I "f 
I 

Fig. 1 - Modelo do Rotor com Mancais Ativos 

h= largura do disco ~ 
z. l' a ,a • relação entre a massa do disco e dos 

mancais (esquerdo e direito , respectl 
vamente) 

cl cz. cr cr• valores médios das 
y'a'y'a 

constantes 
de mola 

dz. dz. dr dr• valores médios dos amortecimen
y' a' y' a 

tos 
+z..~r. ângulo entre as constantes de mola e 

o sistema de referência inercial 
~Z. .~r· ângulo entre os amortecimentos e 

sistema de referência inercial 
c= excentricidade 
~= ângulo estático entre eixo e disco 
E= módulo de elasticidade 
p= peso especifico 
o= rotação do eixo 

o 

De posse destes dados obtém-se as massas 
(~1 ,mz. ,mr); os momentos de inércia (I, I , I ) ; . z y 
os coeficientes de influência (cjk,i=Z.,r;j e 
k=1,2);as assimetrias das e l asticidades (6z., 

6r) e amortecimentos (vz.,vr); as constantes 
f . ( i di . de mola e amortecimento c et1vas cst' st'1= 

Z. , r; s e t•y,.a). 

EQUAÇÃO DO ~10VH1ENTO 
Com os dados expostos no capítulo ante

rior, obtém-se a equaçgo de estado descrita 

por: 

x(t) = A x(t) + B u(t) + X w(t) 

onde x(t) representa o vetor estado, u(t) 
vetor controle e w(t) o vetor perturbação . 

Explicitamente tem-se: 

x(t) = ~T(t)l sl(t)]T, 

u(t) = ~ Z. r Z. r] T Uy Uy U11 U2 , 

w(t) = [cosot 1 scnotJ T. 

(1) 

o 

(2) 

(3) 

(4) 

Aqui s(t) representa o vetor posição, cons 
tituÍdo pelas seguintes coordenadas: 

[ 
z. w 

s(t) = v v 
I I 

l'l z. zw zl'ln y •Z I ... 
I I 

(5) 

Isto s1gnifica ter o modelo 8 graus de li
berdade, a saber: 
-deslocamento do disco e mancais na direção y 

-deslocamento do disco e mancais na direção z 
-rotação do disco em torno de y e z. 

Por sua vet, as matrites apresentam a se
guinte configuração: 

(6a) 
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onde, 

Azt= 

vi vi o :v~ o o I o v: 
Vlo Vfo Vfolo o o lo Vfo 

_o_~~..!_ ':!_t+O _ _? __ Vt~<:_- Vf~ 
Vl2 o o 1 v~z Vf2 o 1viz o 
o o o ,v~, vr. vtllv?3 o 
-~-c:_-v_!:~~-_!~~~::]~~-
o o o 

1
v1s V~s Vfs iV{s o 

VI& Vfa vra,O o o 10 vr, 

v~ o o lvP o o lo o 

o o o :o o o lo o 

!: __ o_ ~~~ ~ _v_!ill~ _o_ _ 
vrz o o IV Il o o o o 
o o o o o o lo o 

o o vl~lo o IJ~:Io o 
----~----+-,, 
o o o 1o o o 

1
o V1 s 

o o o 1o o o 1vll o 

o o 

o o o o 
o f 1 o o -----.---
0 o ll o 

o o o o 

o o o 11~~ --------
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Explicitamente, cada termo significa : 

Vi=-(c z. +ct )/mz. 
11 1111 

V2 •V 5 -=cz. /mz. 
"' l 2 11 

V"=V 1 z-c~ /ml 
9 12 ys 

(6b) 

(7a) 

(7b) 

(7c) 

(7d) 

"'- v1 z I z vg -- 1 2• - c m 
12 

V'=-dz. /ml 9 
1111 

v12,.v' • -dz. /mz. 
' 1 2 ya 

Vlo'"V~,·c~z!t-t 

Vfo•Vf,•-(cz. +cr )/M 
11 11 

Vlo•Vt,·c~/"' 

Vfo=-Vl,•(cz. -c• )/M 
12 12 

Vll=-dr /m't' 
1111 

Vll=vn·-d:r /mr 
ya 

v~ =-(cz +cz )/mz 12 11 a.t 

11 12 =-dz. /mz. 12 aa 

v 1 ~ =-dl' Jm~' 
llt as 

vts=-vt,-cz. /I 
21 lJ 

V~s"-V~s•(-cz +cr )/1 
21 81 11 

'V 6 =-vf,•-c~' /I 
1 $ 21 y 

V?s•Vt,•-(c~2+c~2 )/I11 
vlt=-Vlf•(-I / I )O 

X 1/ 

1 11, I z t, .. 12•1 m 

CONTROLE LINEAR 

111 

Considere-se para o sistema já descrito 
por sua equação de estado, a seguinte equa
ção de mediç!to: 
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y(t) = C x(t), (8) 

onde y(t) representa o vetor medida e a ma
trix C possui a seguinte configuração: 

(9) 

A tarefa do controle é levar o vetor esta 
do x(t) de um sistema contro~áve~ e observá

veZ. a um dado valor (teórico) e fixá-lo nes
te valor . Já o controle ótimo procura uma 
função Ótima, capaz de levar o vetor estado 
de uma condição inicial a um valor final , e~ 
quanto que um funcional de custo previamente 
adotado, assuma um valor extremo (de modo g~ 
ral um mínimo) . 

No presente trabalho escolheu-se para cri 
tério de otimização o funcional quadrático 
de custo, representado por: 

J(u) = tJ(xr Q x + uT R u) dt, 
o 

\. 
( 10) 

onde Q=QT~o e R=RT>o são as matrizes avalia
doras do controle. 

o controle Ótimo u*(t) é alcançado quan
do J(u) assume um valor mÍnimo . Sua equação 
i representada por: 

u(t) =- Kx x(t) ,Kx = R- 1 sr P. (11) 

onde P=PT~o é solução da equação matricial 

algébrica de Riccatí: 

AT P + P A- P B R- 1 BT P + Q = Q. (12) 

A equação de estado terá, então, a segui~ 

te fo rma: 

x(t) : Â x(t) + X w(t) , Â =A - B Kx . (13) 

A resposta em frequência deste sistema P!!. 
ra a direção y é mostrada na fig. 2, enquan
to que a Fig. 3 representa as rotações do 
disco em relação aos eixos y e z. 

COMPENSAÇÃO DA EXCITAÇÃO 

112 

Para se obter a compensação da excitação 
em controle linear , parte-se da idéia em se 
modelar a perturbação através de um sistema 
de equações diferenciais. Neste caso adota-se 
o modelo proposto por Johnson em /2/: 

w(t) = W v(t)~ ~(t) =V v(t), (14) 

onde y(t) descreve a dinâmica da perturbação. 
No presente exemplo adota-se um modelo que 1~ 
ve 'a solução dos termos senoidal e 
dal: 

co seno i-

(1 5) 

onde 0 0 é admitida como sendo a rotação de 
·' trabalho. Introduz-se, ainda, a seguinte equ!!_ 

ção: 

z{t) ::; F x(t) f' F=l 
oi 

lo 

onde z(t) representa as grandezas para as 

quais se deseja a compensação da excitação na 
rotação 0 0 pré-estabelecida . 

A compensação da excitação é obtida atra

vés de uma lei de controle linear com as gra~ 
dezas estimadas ~(t) e Q(t): 

u(t) =- Kx x(t) - Kv v(t) , ( 17) 

onde KX e Ky representam, respcctivélmcnte, as 
matrizes amplificadoras do controle de estado 

e da compensação da excitação . 
Os valores estimados do estado x(t) e da 

perturbacao y(t) são reconstruidos por um ob
servador, representado por: 

onde LX e lv representam, respectivamente, as 
matrizes amplificadoras do observador para o 
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estado e para a perturba~ão. onde x=x-x representa o chamado "erro vetor 
estado" , ou seja, a diferenca entre o valor 
teÓrico do vetor estado o valor obtido a
través do observador . 

Somando-se (1), (17) e (18), obtém-se a e 
quação matricial do sistema representada a
baixo: 

Para a completa solução do sist~ma expres-
• A-BK -BK -BK X (19), cuja resposta em frequência se a-X X so em 

X X v . presenta nas Figs. 4 e 5, necessita-se deter-x o A+LxC XH-BKy .... o (19) = X + w minar as matrizes Kx' Kv' Lx, lv·· Tal estudo • . 
" o lyC v ,.. o foi detalhado por ~lüller em /8/. v v 

RfSPOSTA em FREQlOOA para o COOROlE ÓTM> IDe~~YI 

2. " " 

1. 58 

1. 88 

I 

li!. e e.toll!:.__--...,...1==--::=-----,:-l:c:-::::----.,.4.49=-!~::-:E2=--~6:-i. ~4S:-:E::2-----,::-L 

I 
I ~ rota9~0 d e trobal~o 

FIIElii.ÊNlA I ..... , I 

Fig. 2 -.Resposta em Frequência para o Controle Ótimo 

RESPOSTA em FREQlÊJ«::A poro o COOROI.f ÓTM> 

2. 90 E~----,-------r------,-----,---r------, 

-
' 

E2 
JIOiilc:la I ,_, I 

=W= 911! 

, 
Fig. 3 - Resposta em Frequência para o Controle Otimo 
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I 

Fig. 4 - Resposta em Frequência da Compensação da bxcjtação 

~ ~~ E~-------r--------T-------~--------~------~ 

8. 111 6. 4il E2 e. E2 

I 
I r-ot09Óo d. tr-oboll-lo 

Fig. S - Resposta em Frequência da Compensação da Exc itação 

CONCLUSÕES 
O objetivo do trabalho consistiu em intro 

duzir de modo r esumido os conceitos fundamen 
tais de contr ole, ObJetivando a compensação 
da excitação c, comparar seus resultados em 
relação ao controle Ótimo. Os resultados ob
tldos mostram claramente as vantagens de se 
uti l izar t al método , uma vez que somente com 

a t ot al absorção da excitação (neste exemplo 

representada através dos desbalanceamentos es 
tático e dinâmico do djsco), se conseguiu um 
comportamento livre de vibrações para as coo.!. 
denadas do rotor em uma pré-detercinada fre
quência , aqui denominada de frequência de t r_! 
balho. Mais ainda, o gráfico da resposta em 
frequência apresenta um comportamento accntu~ 
damente melhor em todo domÍnio , quando da utl 
l ização da compensação da excitação . 
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